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Drei Vermutungen 
über algebraische Funktionenkörper.') 


Von Oswald Teichmüller, z. Zt. Norwegen. 





Es ist mir jetzt gelungen, neue rein algebraische Folgerungen aus meinen heu- 
ristischen Untersuchungen über quasikonforme Abbildungen zu ziehen. 

Es handelt sich hauptsächlich (algebraisch ausgedrückt) um folgende Fragestellung: 
k sei ein algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik 0, k(y, z) /k vom Trans- 
zendenzgrad 2 und Ä /k(y,z) endlich algebraisch; Y sei der Körper aller i. b. a. k(y) 
algebraischen Elemente aus X. Es kommt uns nur auf k, Y, K an; y ist beliebig in Y, 
aber nicht in k, und z ist beliebig in X, aber nicht in Y. Ist Y* eine endlich-algebraische 
Erweiterung von Y, so sei K* die Erweiterung des hyperkomplexen Systems Y* mit 
dem Grundkörper Y auf den neuen Grundkörper K, also das Kompositum?). Bei ge- 
gebenem k< Y< K wird nun gefragt: Gibt es ein Y* so, daß in dem zugehörigen K* 
ein algebraischer Funktionenkörper X vom Transzendenzgrad 1 über k existiert, der 
mit Y* zusammen XÄ* erzeugt ? 

Zunächst einige Vorbemerkungen, deren Inhalt im Prinzip vielleicht schon be- 
kannt ist. In einem separabel erzeugbaren algebraischen Funktionenkörper (einer Ver- 
änderlichen) bilden wir nicht nur gewöhnliche Differentiale wdz, sondern auch Differen- 
tiale m-ter Dimension wdz”, insbesondere quadratische Differentiale für m = 2 und rezi- 
proke Differentiale für m = — 1, und ordnen ihnen Divisoren aus W” zu®); sie heißen 
überall endlich, wenn der Divisor ganz ist. Für so ein wdz” schreiben wir kurz d$”, obwohl 
es i. a. keine m-te Potenz ist. — Unter einem Hauptteil für Differentiale m-ter Dimen- 
sion an der Stelle p verstehen wir eine additive Restklasse von Differentialen m-ter Dimen- 
sion mod den in p endlichen Differentialen m-ter Dimension. Wir sprechen von einem 
Hauptteilsystem, wenn an jeder Stelle p ein Hauptteil gegeben ist, aber nur endlich viele 
+0. So bilden die Hauptteile eines Differentials m-ter Dimension d£” das Hauptteil- 
system von d&”. 

Nun seien di}”,...,d£!-” (7 = dim ®'-") eine Basis der überall endlichen 
Differentiale (1 — m)-ter Dimension. Dann ist 


& Res, (dir da) =0 (=...) 


Hier ist über alle Stellen p zu summieren; wenn p vom Grade 1 ist*), ist das Residuum der 


!) Aus einem Brief an Hasse vom 11.8.1940. Später durch Fußnoten und zwei Anhänge ergänzt. 

*) K* ist ein Körper (und darum das bis auf Isomorphie einzige Kompositum von Y* und Ki.b.a. Y), weil 
Yin K algebraisch abgeschlossen ist. Beweis etwa durch Übergang zu einem i. b.a. Y Galoisschen Oberkörper von Y*. 

®) ® ist die Differentialklasse. 

*) Das kann man für die endlich vielen kritischen p von vornherein annehmen oder durch Grund- 
körpererweiterung erreichen. 
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Koeffizient von = bei Entwicklung nach einem Primelement r. Dieses Residuum hängt 


nur vom Hauptteil von d£” an der Stelle p ab. Unsere z = dim ®'-" Gleichungen sind 
also r lineare Relationen, die für das Hauptteilsystem jedes d£" gelten. Es gilt nun folgender 

Hilfssatz®). Diese ı Relationen sind linear unabhängig, und ein Hauptteilsystem ist 
dann und nur dann das Hauptteilsystem eines Differentials m-ter Dimension, wenn dafür 
diese ı Relationen bestehen. 

Diese Aussage wollen wir formal umformen. Ein /somorphismus zwischen zwei 
endlichen Moduln (Linearmannigfaltigkeiten) über einem Körper P ist einfach eine ein- 
eindeutige lineare Abbildung; dabei ist der Rang invariant. Wir wollen von einer Dua- 
lität zwischen zwei endlichen .Moduln sprechen, wenn der eine isomorph auf den Modul 
aller Linearformen im anderen Modul abgebildet ist. Diese Beziehung ist symmetrisch. 
Man hat dann ein „Produkt‘‘ eines Elements des einen Moduls mit einem des anderen, 
nämlich den Wert der dem ersten zugeordneten Linearform für das andere Element; 
dieses Produkt ist eine nicht ausgeartete Bilinearform, die.die Dualität definiert. Duale 
endliche Moduln haben den gleichen Range). 

Jetzt können wir unseren Hilfssatz auch so ausdrücken: Wir fassen die Haupt- 
teilsysteme in Klassen zusammen, nämlich additive Restklassen mod den Hauptteil- 
systemen von existierenden Differentialen m-ter Dimension. Es besteht eine Dualität 
zwischen dem Modul dieser Hauptteilsystemklassen und dem Modul der überall endlichen 
Differentiale (1 — m)-ter Dimension. Die nicht ausgeartete Bilinearform ist dabei 


Z Res, (Hauptteil - d£'-") ?). 
p 


Insbesondere sind dıe 
x; = Z Res, (Hauptteil - d£; ") 
» 


ein Koordinatensystem im Modul aller Hauptteilsystemklassen®), und dieser Modul hat 
i.b. a. den Konstantenkörper den Rang 7 = dim ®'-”. 


5) Beweis in verallgemeinerter Form s. Anhang 1. 
®) Gleichbedeutend ist offenbar folgende Erklärung der Dualität: M sei ein endlicher Modul vom Rang m mit 


m 
der Basis w,, ... ., 4, und dem allgemeinen Elemente x = %£;u; (£; in P), N ein endlicher Modul vom Rang n mit 
i=1 
n 
der Basis v,,.... ., v, und dem allgemeinen Element y u Svuna(ne in P). Es soll eine Bilinearform C(z, y) gegeben 
-1 


m n 

sein, die jedem Paar x aus M, yaus N ein Element C(z,y)= % F£;yjrn, inP bilinearzuordnet. Bei Übergang zu 
i=1 k=1 

neuen Basen ,, ... .. 4, oder v,,...,v„ hat man natürlich die y;; so zu transformieren, daß C(z, y) invariant ist. 


Diese Bilinearform soll nichtausgeartet sein, d. h. ein z, für das C(z, y) für alle y gleich 0 ist, ist 0, und ein y, für das 
C(z, y) für alle x gleich 0 ist, ist 0. Die Bedingung ist offenbar m=n, |y;z| + 0. Dann sprechen wir von einer durch 
die Bilinearform C definierten Dualität zwischen M und N. Für jedes z in M ist C’(z, y) eine Linearform in N, 
d.h: eine Funktion, die den Elementen von N linear Werte aus P zuordnet, und diese Abbildung, die jedem Element 
von M eine Linearform in N zuordnet, ist linear und eineindeutig ; so kommt man auf die im Text gegebene Defi- 
nition zurück. $S. auch Anm. '5), 

?) Wenn N ein endlicher und M ein beliebiger P-Modul ist, sonst sich aber alles wie in Anm. ®) verhält, dann 
ist von selbst auch M ein endlicher Modul mit demselben Rang wie N. (Beweis: Jeder endliche Teilmodul von M ist 
dual zu einem gewissen Restklassenmodul von N.) In unserem Falle ist M der Modul aller Hauptteilsystemklassen 
und N der Modul aller überall endlichen d£!-”; P ist der Konstantenkörper unseres Funktionenkörpers. Zunächst 
ist klar, daß C’(z, y) nur vonder Hauptteilsystemklasse x abhängt. Daß die r Relationen linear unabhängig sind, 
besagt: aus C(z, y) = 0 für alle x folgt y = 0; die zweite Behauptung des Hilfssatzes besagt, daß aus C (z, y) = 0 
für alle y folgt z = 0. 

®) Sind v,... „. v„ eine Basis von N, so sind C (z,v,), ... .„ C(z, v„) n linear unabhängige Linsarformen in M, 
Li= 


O,i+k N bestimmen; 


also ein Koordinatensystem. Man kann eine neue Basis 4, ... ., %n von M durch C (u, v,) = { 


n 
dann ist r= Yu mit & = C(z,v,). 
im1 HS 
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Nun sei wie zu Anfang kein algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik 0, 
Y ein algebraischer Funktionenkörper über k und K ein algebraischer Funktionen- 
körper mit dem genauen Konstantenkörper Y, und es seien y in Y, aber nicht in k, und 
zin K, aber nicht in Y beliebig gewählt. An jeder Primstelle ® von X/Y nehme ich eine 
verallgemeinerte Ortsuniformisierende z' — darunter verstehen wir eine Funktion aus K, 
die ihren endlichen Wert in ® einfach annimmt, so daß jede in ® ganze Funktion in 
eine Potenzreihe nach 2’ — a entwickelbar ist, wo a in einem algebraischen Oberkörper 
von Y liegt — und ein irreduzibles Polynom F mit Koeffizienten aus Y mit F(z, 2’) = 0; 


wenn 2 für ® unendlich ist, soll z durch- ersetzt werden?). Dann bilde ich das reziproke 


Differential 


und nehme seinen Hauptteil an der Stelle ®. Man sieht leicht, daß dieser Hauptteil von 
der Wahl von z’ (und F) unabhängig ist und invariant ist, wenn z einer linearen gebrochenen 
Transformation mit Koeffizienten aus k unterworfen wird. F,, ist selbstverständlich durch 
Differentiation der einzelnen Koeffizienten von F zu berechnen. Der Hauptteil hängt 
also bei gegebenem k< Y< K nur von y und z ab; er ist höchstens an den endlich vielen 
Verzweigungsstellen von Ä/Y(z) von 0 verschieden, und die Ordnung des Pols des Haupt- 
teils ist höchstens gleich der Verzweigungsordnung!°). Wir haben es also mit einem Haupt- 
teilsystem zu tun. Ersetzen wir y durch ein y’ (in Y, aber nicht in k), so multipliziert 
dy 

dy' 

Auf Grund funktionentheoretisch-differentialgeometrischer Überlegungen von 
heuristischer Art stelle ich nun folgende Vermutungen auf: 

1. Die Klasse des eben definierten Hauptteilsystems ist auch von z unabhängig, hängt 
also nur von k, K und y ab. 

2. Dann und nur dann gibt es eine endlich-algebraische Erweiterung Y* von Y und 
in der entsprechenden Erweiterung K* von K einen algebraischen Funktionenkörper X vom 
Transzendenzgrad 1 über k, der mit Y* zusammen K* erzeugt, wenn diese Hauptteilsystem- 
klasse = ist. 


sich das Hauptteilsystem nur mit 


Diese beiden Vermutungen möchte ich noch etwas näher erklären und in einen 
größeren Zusammenhang stellen. Jetzt ist k der Körper der komplexen Zahlen. 


Das y, das bisher eine Unbestimmte war, soll jetzt eine veränderliche Zahl sein!!). An 
die Stelle des Funktionenkörpers X vom Transzendenzgrad 2 tritt jetzt!?) ein algebra- 


®) Dieser Satz ist nach einem Vorschlag von Eichler gegenüber dem Text des Briefes abgeändert. Der Inhalt 
der Arbeit wird dadurch nicht berührt. 
10) All dies kann man aus folgender Darstellung sehen: Hat ® den Grad 1 und hat z bei ® die Entwicklung 


o— p+ ce’ — a” + 6,412’ — a) +1 + +(v > 1), 
so hat — z dz-! denselben Hauptteil wie 


z 
Py z wi, 

Das folgt aus F(z,’)= (2 — pP — (2 — u)" —---)H(z), wo das Polynom H(z). Koeffizienten aus dem 
P-adischen Körper Kg hat. Wieder darf man sich auf den Fall grad ®=1 beschränken. Vgl. auch Anhang 11. 

") y war als i. b. a. k transzendentes Element des Oberkörpers Y von k als Unbestimmte über k anzusehen. 
Jetzt aber soll y eine kompleze Zahl in k sein, die wir variieren lassen. Der Übergang zwischen beiden Auffassungen 
durch „Spezialisierung‘‘ des y bietet bei exakter Durchführung manche Schwierigkeiten. 

2) Wenn man y spezialisiert, s. Anm. 1). 

1* 
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ischer Funktionenkörper Z, = k(z, w), der algebraisch (oder doch analytisch) von einem 
Parameter y abhängt und dafür nur noch den Transzendenzgrad 1 über k hat. z mag 
weiterhin als Unbestimmte angesehen werden. Die Koeffizienten der z mit einer „ver- 
allgemeinerten Ortsuniformisierenden“‘ z’ verbindenden irreduziblen Gleichung F(z, 2’) = 0 
sind also Funktionen von y. Wieder wird durch 
F YA 

5 dz 


. 


ein Hauptteilsystem für reziproke Differentiale bestimmt, das nur aus dem obigen durch 
Spezialisierung des y entsteht und Pole höchstens an den Verzweigungspunkten von 
Z,/k(z) hat. 

Wir fassen nun die Klassen birational äquivalenter irreduzibler Gleichungen f(z, w) = 0 
oder die Klassen isomorpher Funktionenkörper oder die Klassen konform äquivalenter 
Riemannscher Flächen eines festen Geschlechts g zu einer algebraischen Mannigfaltig- 
keit R, in der ein Punktbegriff gegeben ist, oder zu einem Raum R®R zusammen. P sei 
ein regulärer Punkt von ®. Ein kontravarianter Vektor in P ist eine Vorschrift, die jedem 
in P regulären Koordinatensystem u!,..., u ven eg (Zahlen) v!,..., v" so zu- 
ordnet, daß, wenn sie auch dem Koordinatensystem ü!,....,ö" Komponenten ®!,..., ö 
zuordnet, 


gilt. Ein kovarianter Vektor in P hat entsprechend Komponenten ÄA,,..., 4, mit 


ri x uk 

u= z& ir 
Die kontravarianten und die kovarianten Vektoren in ? bilden je einen r-dimensionalen 
Modul über k, wo r die Dimension von ® ist!?), und es besteht zwischen ihnen eine Dua- 


lität, beschrieben durch die nicht ausgeartete Bilinearform P3 Av. Jeder analytischen 


oder gar algebraischen Parameterkurve P(y) in R ist in jedem regulären Punkt P(y) 
ein kontravarianter ‚„Geschwindigkeitsvektor‘‘ zugeordnet: hat P(y) die Koordinaten 
du! du’ 
dy’ ... dy' 

Nun habe ich in Nr. 88 der Abhandlung „Extremale quasikonforme Abbildungen 
und quadratische Differentiale‘‘'*) im Vorübergehen, ohne es damals gebührend zu 
betonen, eine Dualität zwischen dem: Modul der überall endlichen quadratischen Differen- 
tiale dl? eines algebraischen Funktionenkörpers Z und dem Modul der infinitesimalen Ver- 
rückungen| des diesen Körper Z in ® vertretenden Punktes P heuristisch aufgestellt. (Die 


Bilinearform heißt dort ff BI dz], wo Be die infinitesimale Verrückung beschreibt.) 
. 


u!y),...,u'(y), so hat dieser Vektor die Komponenten 


Die infinitesimalen Verrückungen werden aber durch kontravariante Vektoren beschrieben. 
Darum ist der Modul der kontravarianten Vektoren dual zum Modul der überall end- 
lichen quadratischen Differentiale!®). Dieser ist aber nach dem Hilfssatz (m = — 1) 


ı) Bekanntlich ist die Dimension von ®R stets gleich dim ®*, denn beide sind gleich 


0, g=0 
1, 1-1). 
gl), g>i1 


Meines Wissens ist früher kein Versuch gemacht worden, diese Übereinstimmung zu erklären. 
“) Abhandlungen der Preußischen Akademie der Wissenschaften 1989. 
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dual zum Modul der Hauptteilsystemklassen für reziproke Differentiale. Folglich!) 
haben wir einen /somorphismus des Moduls der kontravarianten Vektoren mit dem Modul 
der Hauptteilsystemklassen für reziproke Differentiale. 

Wie sieht nun dieser Isomorphismus praktisch aus ? Wenn eine Kurve P(y) in 
R durch einen vom Parameter y abhängigen Funktionenkörper Z, wie oben festgelegt 
wird, ist ihr ja in jedem regulären Punkt ein kontravarianter Geschwindigkeitsvektor 
zugeordnet; welche Hauptteilsystemklasse entspricht ihm ? Das habe ich ausgerechnet!®); 


das Ergebnis ist!?) (bis auf einen Faktor — 2r) gerade das oben durch — = dz-! be- 


stimmte Hauptteilsystem. Allerdings mußte ich voraussetzen, es träten nur einfache 
Verzweigungspunkte auf; aber diese Voraussetzung dürfte aus Stetigkeitsgründen ent- 
behrlich sein. Eigentlich sollte man die singulären Punkte von R ausnehmen, aber ver- 
mutlich ist das nicht nötig; die „topologische Festlegung‘, die ich nicht algebraisch 
fassen kann, beseitigt alle Singularitäten. 

(Ebenso besteht ein Isomorphismus zwischen dem Modul der kovarianten Vek- 
toren und dem Modul der überall endlichen quadratischen Differentiale. Man kann also 
jeder analytischen Invariante eines Funktionenkörpers das überall endliche quadratische 
Differential zuordnen, das ihrem Gradienten entspricht.) 


Die Hauptteilsystemklasse, die dem Geschwindigkeitsvektor von P(y) entspricht, 
darf von der Wahl von z nicht abhängen; das entspricht unserer ersten Vermutung. 
Wenn ferner diese Hauptieilsystemklasse für alle y verschwindet, muß P(y) konstant 
sein; in allen Körpern Z, muß sich dann durch birationale Transformationen ein und 
derselbe (in R durch das konstante P(y) vertretene) algebraische Funktionenkörper 
X = k(x,u) realisieren lassen. Wenn Z, algebraisch von y abhängt, wird vermutlich 
auch diese birationale Transformation in y algebraisch gewählt werden können (Zu- 
sammenhang mit W. Weber, Über’die’Einheitlichkeig£ von Konstruktionen mit Zirkel 
und Lineal!®)); das habe ich durch die zweite Vermutung zu präzisieren versucht. Wir 
müssen nur im Auge behalten, daß y in der Formulierung als Unbestimmte, in der Be- 
gründung aber als Veränderliche auftritt. 


Die Verallgemeinerung auf mehrere Veränderliche y,,.. -, 4, drängt. sich auf. 
Wir formulieren sofort die weitere Vermutung: 


k sei ein algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik 0, k(yı, - - -, 4) der 
rationale Funktionenkörper in n Unbestimmten, Y/k(y,, - - -, Y„) endlich algebraisch und 
K ein algebraischer Funktionenkörper (vom Transzendenzgrad 1) über dem genauen Kon- 
stantenkörper Y;z liegein K,aber nicht in Y. Wir bilden in K ähnlich wie vorhin die n durch: 


Fy 2-1 
wu =1,...,n) 


bestimmten Hauptteilsysieme; r sei der Rang des von den n zugehörigen Hauptieisystem- 
klassen erzeugten Moduls über Y. Dann gibt es eine endlich algebraische Erweiterung Y* 


15) Mit jedem Modul M ist zugleich der Modul M’ aller Linearformen in M gegeben, der Prototyp eines zu 

M dualen Moduls, und die Beziehung zwischen M und M’ ist symmetrisch. Eine Dualität zwischen M und N kann 
als Doppelisomorphie M = N’, M’== N angesehen werden, wo jede dieser beiden Isomorphien die andere festlegt. 
Bei dieser Auffassung ist es klar, daß beim Zusammensetzen einer Dualität von Z und M mit einer Dualität von M 
und N eine Isomorphie L== N (und 2’ = N’) entsteht. 

"*) Die Rechnung, die auf der Theorie der infinitesimalen quasikonformen Abbildungen aufbaut, wird in An- 
hang II durchgeführt. 

'”) Nachdem ein bestimmtes 2 zugrunde gelegt worden ist. 

“) Deutsche Mathematik 1. 
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von Y und in der zugehörigen Erweiterung K* von K einen Teilkörper X vom Transzendenz- 
grad r + 1 über k, der mit Y* zusammen K* erzeugt. 
Es ist zu beachten, daß hier stets 


0, = (0 
r<dim®={1, g=1 


ist, wo g das Geschlecht von K/Y ist. 


Anhang I. 


Wir beweisen eine Verallgemeinerung des zu Anfang formulierten Hilfssatzes. 
m sei eine ganze rationale Zahl, a sei ein Divisor unseres Funktionenkörpers und 4 seine 
Divisorenklasse. Unter einem Hauptteil bezüglich a an der Stelle p verstehen wir eine 
additive Restklasse von Differentialen m-ter Dimension mod den, durch a dividiert, in 
p endlichen Differentialen m-ter Dimension; entsprechend Hauptteilsystem bezüglich a. 
Die additiven Restklassen von Hauptteilsystemen bezüglich a mod den Hauptteil- 
systemen bezüglich a von existierenden Differentialen m-ter Dimension heißen Haupt- 
teilsystemklassen bezüglich a. Hier hat man eine Basis 


dı"....,„di” (= dim A®!—) 
der, mit a multipliziert, überall endlichen Differentiale (1 — m)-ter Dimension, und 
Z Res, (dE” «di, =") = 0 =A4,..,?7) 


sind z lineare Relationen für das Hauptteilsystem jedes d£” bezüglich a. Wir behaupten 
wieder, daß diese x Relationen linear unabhängig sind und daß es zu einem gegebenen Haupt- 
teilsystem dann und nur dann ein Differential m-ter Dimension d£” gibt, wenn diese ı 
Relationen erfüllt sind‘®). Oben wurde nur der Sonderfall a = 1 gebraucht. 

Zum Beweis nehmen wir einen ganzen Divisor d der Klasse ®, den wir hinreichend 
groß wählen werden. Vorgelegt sei ein Hauptteilsystem, für das jene r Relationen er- 


füllt sind; ich wähle d so groß, daß die Hauptteile, mit - multipliziert, ganz werden, und 
betrachte alle Hauptteilsysteme mit der letzteren Eigenschaft zugleich. Nach dem 
Riemann-Rochschen Satz ist 


ER ran er 


dim 5 8 = dim AW—- + grad 5 W" —g +1 


dim 





dm dr — dm! 


hf au — di i—m 
1 id" grad D — dim AW!-”, 


wenn d so groß gewählt ist, daß dim z Wu — (ist. grad ® ist nun der Rang der Linear- 


mannigfaltigkeit aller Hauptteilsysteme bezüglich a, die mit : multipliziert ganz werden; 
1%) Demnach definiert auch hier die Bilinearform 
n Res, (Hauptteil - 4.1") 


eine Dualität zwischen den PRESENEENH für Differentiale m-ter Dimension bezüglich a und a mit a multi 
pliziert, überall endlichen Differentialen (1— m)-ter Dimension d£!-”. 
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dim 2 8 — dim Be ist der Rang derjenigen linearen Teilmannigfaltigkeit, wo es 
ein Differential m-ter Dimension gibt?°), und. wir kennen schon r = dim AW!-” lineare 


Relationen, die in der letzteren Teilmannigfaltigkeit gelten. Wir sind fertig, wenn wir 
zeigen, daß diese Relationen in der großen Linearmannigfaltigkeit linear unabhängig 
sind?!). Dann liegt nämlich erstens jedes Element der großen Linearmannigfaltigkeit 


(Hauptteilsystem für Differentale m-ter Dimension bezüglich a, das mit > multipliziert 


ganz wird), sowie dafür jene z Relationen erfüllt sind, schon in der Teilmannigfaltigkeit 
derer, die Hauptteilsystem bezüglich a eines Differentials m-ter Dimension sind; ins- 
besondere gilt dies dann für das vorgelegte Hauptteilsystem, von dem wir ausgegangen 
sind; zweitens sind dann jene r Relationen linear unabhängig, weil sie schon bei Be- 
schränkung auf unsere große Linearmannigfaltigkeit vom Rang grad ® linear unab- 
hängig sind. 

Wir wählen d so groß, daß k > grad AW'-” Primstellen p,,...,p, darin auf- 
gehen, die in a nicht vorkommen. Wären die r Relationen linear abhängig, dann gäbe 


es ein di” = P o, di” +0, für das - Res, (Hauptteil - d£!m) = ( für jedes, mit - 


multipliziert, ganze Hauptteilsystem wäre. Nimmt man hier ein Hauptteilsystem p, 
das bei p, in beliebiger Weise einen Pol erster Ordnung hat und sonst überall ver- 
schwindet, so folgt, daß d£'—" an der Stelle p, verschwindet. Ein, mit a multipliziert, 
überall endliches Differential (1 — m)-ter Dimension d£'—” kann aber höchstens 
grad AW'-” Nullstellen haben; Widerspruch. 

Folglich sind die r Linearformen linear unabhängig, und die Behauptung ist 
bewiesen. 

Der soeben bewiesene Hilfssatz kann als erklärender Zusatz zum Riemann-Roch- 


schen Satz aufgefaßt werden??). 


Anhang II. 


Wir nehmen einen algebraischen Funktionenkörper Z, an, der analytisch oder 
sogar algebraisch von einem Parameter y abhängt, und fassen ihn als Oberkörper von 
k(z) und seine Riemannsche Fläche 3, als Überlagerungsfläche der z-Ebene auf. Wir 
nehmen an, es treten nur einfache (zweiblättrige) Windungspunkte p, über z= p, auf; 
durch eine lineare gebrochene Transformation von z mit von y unabhängigen Koeffi- 
zıenten können wir erreichen, daß alle p, für einen gewissen .y-Bereich endlich sind. 


2) Denn dim aan ist der Rang des Moduls aller in Frage kommenden d£”, und dim 1 Wist der Rang des 


Teilmoduls derjenigen d£”, die bezüglich a das Hauptteilsystem 0 haben. 

1) In einem endlichen Modul M vom Rang d über dem Grundkörper P mögen r linear unabhängige Linear- 
formen gegeben sein. Die Teilmannigfaltigkeit N aller Elemente von M, wofür alle diese Linearformen 0 sind, hat 
dann den Rang d— r. Wenn also ein Teilmodul N’von M bekannt ist, in dem alle diese Linearformen 0 sind und der 
den Rang d— r hat, dann ist N’= N, d.h. jedes Element von M, wo alle r Linearformen verschwinden, liegt in 
N’. In unserem Falle ist M der Modul aller Hauptteilsysteme für Differentiale m-ter Dimension bezüglich a, die mit 


R multipliziert ganz werden, N’ der Teilmodul derer, die Hauptteilsystem bezüglich a eines existierenden Differentials 


m-ter Dimension sind, P der Konstantenkörper, d= grad D und r= dim AW!—®; N’ hat den Rang 
„8 ae 
dim 7 ”— dimz Bm — d—r. 
”2) Vgl. hierzu O. Teichmüller, Extremalprobleme der konformen Geometrie; Eine Begründung der algebrai- 
schen Funktionentheorie durch Uniformisierung. 
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Sie sind dann analytische Funktionen p,(y) von y und legen 8, und damit Z, fest, sowie 
nur ein einziges 3,, bekannt ist. 

Nun muß erst kurz wiederholt werden, wie die Dualität zwischen den infinite- 
simalen Abänderungen eines algebraischen Funktionenkörpers und seinen quadratischen 
Differentialen zustande kommt. Z, hängt ja von y ab; ich bilde die Riemannsche Fläche 
3, von Z, durch eine Abbildung, die (nach Übengeng zu den Ortsuniformisierenden) 
hinreichend regulär ist und die nur unendlich wenig von der Identität verschieden ist, 
auf die unendlich benachbarte Fläche 3,;., ab, we öy eine von erster Ordnung un- 
endlich kleine reelle Zahl ist. Ist x eine verallgemeinerte Ortsuniformisierende an einer 
Stelle von 3, und n’ eine an der entsprechenden Stelle von 8,;s, 80 ist vermöge 
unserer Abbildung 

| dx’ |? = Af| da |? + Sy - MBaat)}, 
wo A ein von rn abhängiger reeller Faktor ist, in den noch öy eingeht und der in erster 
Näherung gleich 1 ist, und wo B eine komplexwertige Funktion von x ist. Wenn man von 


2 
rr und x’ zu neuen Ortsuniformisierenden Ri ist B | Er und damit auch 
! „ [dr 
((dx| Flächenelement in der x-Ebene) invariant, und durch dieses auf 3, gegebene se 


beschreibe ich die infinitesimale Abänderung 3, > 3,+s,, Aber man konnte 3, auf ver- 
schiedene Arten auf 3,,s, abbilden, deshalb muß man immer diejenigen (durch ihr 


se beschriebenen) Abbildungen zu einer Klasse zusammenfassen, die 3, auf dieselbe 


oder eine konform äquivalente Nachbarfläche 3,;s, abbilden oder die Z, in denselben 
oder einen isomorphen Körper Z,;,, überführen. Es hat sich gezeigt, daß diese Klassen 


von se genau die additiven Restklassen mod denjenigen se sind, für die 


für alle überall endlichen quadratischen Differentiale d£? von Z, ist, daß diese additiven 
Restklassen eineindeutig ur d linear den früher eingeführten kontravarianten Vektoren in 
dem Z, entsprechenden Punkte P, von ®R entsprechen, und daß die Bilinearform 


z dl? 
SB 
eine Dualität zwischen diesen kontravarianten Vektoren oder Klassen von Ba = einerseits 


und den überall endlichen quadratischen Differentialen d£? andererseits al 

Wir nehmen jetzt also irgendeine Abbildung 3,— 3,+, wie oben, berechnen 
ihr B oe das noch einige Willkür enthält, und dann die Linearform 4dZ?) = [[B z ldr|; 
diese Linearform (die jedem d{? linear eine komplexe Zahl zuordnet) muß von aller Will- 
kür wieder frei sein und kann zur Beschreibung des Geschwindigkeitsvektors der Para- 
meterkurve P(y) in ® dienen. Selbstverständlich sind singuläre Werte von y auszu- 
nehmen; über singuläre Punkte von R siehe oben. 

By+0, entsteht aus 3,, indem der Windungspunkt p, von der Stelle z=p, 
nach z = p,(y + öy) = p,(y) + öy - p,(y) geschoben wird. Die positive Zahl A sei so 
klein, daß die zweiblättrigen Kreise $, um die Windungspunkte p, mit dem Halbmesser 
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R alle punktfremd sind. Es sei 0 <r < AR; die zweiblättrigen Kreise um die p, mit 
dem Halbmesser r sollen U, heißen, die zweiblättrigen Kreisringe r <|z—p,| <R 
um die p, aber R,, so daß $, aus U, und ®, zusammengesetzt ist. Auf der Fläche 3, 
wählen wir eine Funktion w von folgender Art: Außerhalb der 8, ist w=0. In, ist 
w konstant gleich p,(y). In R, soll w irgendwie so bestimmt werden, daß w auf 8, 
hinreichend regulär ist. Die Abbildung 
z>z+öy:w 
bildet dann 8, auf 3,;, ab. Für diese infinitesimale Abbildung ist, wenn man 
z=2x-+iy als Ortsuniformisierende nimmt, 
B=uw,+ iw,®). 
(Beweis. z geht bei der Abbildung in 
n"=z+öy-w 
über. Es ist 
dn’ = dz + öy dw; 
"| da’ |? = | dz |? + 28 - Rldz dw): 
Nun ist aber 
2dw = (w, — iw,)dz + (w, + iw,)dz; 
setzt man das ein und berücksichtigt man, daß öy unendlich klein und darum öy? zu 
vernachlässigen ist, so kann man schreiben 
| da’ |? = (1 + öy -Rw, — iw,)){] dz |? + 5yRl(w, + iw,)dz?)}. 
Vergleich mit 
| da’ |? = Alldz |? + R( Bdz?)} 
ergibt 
B=w,+ iw,.)*) 
B ist nur in den R, von 0 verschieden (weil sonst die Abbildung 3, — 8,4, über- 
all konform ist); darum durften wir z als verallgemeinerte Ortsuniformisierende nehmen. 
Jetzt haben wir, um die in unserer Abbildung 3,— 3,+s, steckende Willkür zu 
beseitigen, 


— di? 
uarı = (BEE 
zu berechnen. Das Integral ist die Summe der Integrale über dia einzelnen R,: 


ae) = 2 [Sem + iu) Ga lE 
Partielle Integration ergibt a 


d£? 


®) Wenn man von y zu ! übergeht (a + 0 komplex), multipliziert sich p,(y) mit a, und ebenso multiplizieren 
sich w und B —mita. öy- B je ändert sich also bei der Abänderung v-} überhauptnnicht. Ebenso bleibtes, wenn 


man ze durch den kontravarianten Geschwindigkeitsvektor ersetzt. Deshalb ist es gestattet, auch hier (wie schon 


immer stillschweigend) komplexe Koordinaten in R zu benutzen, und zugleich sehen wir, daß es nichts schadet, daß 
wir uns oben auf reelle öy beschränken mußten. 
“) Die Rechnung verläuft genau wie in Nr.64 von O. Teichmüller, Extremale quasikonforme Abbildungen 
und quadratische Differentiale, Abhandlungen der Preußischen Akademie der Wissenschaften 1989. 
Journal für Mathematik. Bd. 185. Heft 1. 2 
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w hat aber auf den beiden Randkurven von R, die konstanten Randwerte 0 bzw. p/(y): 
Kar) = Zi [PIE 
8, 


Das Vorzeichen hat sich geändert, weil |2—p,| = r als Randkurve von $, entgegen- 
gesetzt orientiert ist wie als Randkurve von R,. Es ist also 


‚ d£? 
Kaz®) = — 2n.£p,(y) Res, T-. 


Wir können jetzt in den $, immer 
Be y 4 >, 
2 di? 


als Ortsuniformisierende einführen; dann hat nn in p, einen endlichen Wert FR (p,); 


es ist 
RS | 
dz 2In,dn, 
und darum 


Uder) = — u Zply) 2) 


Aber diese explizite Formel verbirgt mehr, als sie zeigt. Wir bleiben lieber bei 
2 
KdL?) = — 22. 2p,(3) Res,, = 


Diese Formel lesen wir folgendermaßen: Jedem Verzweigungspunkt p, ordnen wir einen 

Hauptteil für reziproke Differentiale mit höchstens einem Pol erster Ordnung zu, näm- 
’ ’ 

lich = oder, in der Ortsuniformisierenden x, =.Yz — p, ausgedrückt, 5: “ ) Den 

anderen Punkten wird der Hauptteil 0 zugeordnet. Mit diesem Hauptteilsystem ist 


Ud£?) = — In2 Res, (Hauptteil - d£?). 


Das ist aber bis auf den Faktor — 2r gerade die Linearform in der r-dimensionalen 
Linearmannigfaltigkeit aller überall endlichen quadratischen Differentiale d{?, die ganz 
zu Anfang einem Hauptteilsystem immer zugeordnet wurde; so war ja die Dualität 
zwischen den Hauptteilsystemklassen und den «£? erklärt. 

Da nun sowohl die Linearmannigfaltigkeit der Hauptteilsystemklassen für rezi- 
proke Differentiale wie auch die Linearmannigfaltigkeit der kontravarianten Vektoren 
in dem entsprechenden Punkte von R in bestimmter Weise dual zu der Linearmannig- 
faltigkeit der d£? ist, bilden wir die ersten beiden isomorph aufeinander ab: wir ordnen 
eine Hauptteilsystemklasse und einen kontravarianten Vektor einander zu, wenn ihnen 
bei der Dualität bis auf den Faktor — 2r dieselbe Linearform !(d{?) in der Linearmannig- 
faltigkeit aller d£? entspricht!®). In diesem Sinne entspricht dem Geschwindigkeitsvektor 


’ 
von P(y) die durch nen beschriebene Hauptteilsystemklasse. Und für diese läßt sich auch 


die oben an die Spitze gestellte Definition durch rar geben, die vorzuziehen ist, 


sowie Verzweigungspunkte zusammenfallen; vgl. Anm. 10), 

z ist nur irgendeine nichtkonstante Funktion aus dem Körper Z,; der Geschwin- 
digkeitsvektor von P(y) hat mit z nichts zu tun, und darum muß die ihm zugeordnete 
Hauptteilsystemklasse von der Wahl von z unabhängig sein. Wenn ferner diese Haupt- 
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teilsystemklasse verschwindet, ist auch der Geschwindigkeitsvektor von P(y) gleich 0 
und darum P(y) in # konstant. Das ist die heuristische analytische Begründung meiner 
Vermutungen. 

Das Einführen der ziemlich willkürlichen Funktion w in der bestimmten Erwartung, 
daß sich alle Willkür bei der weiteren Rechnung wieder herausheben wird, ist der eigent- 
liche Kerngedanke der ganzen Arbeit; alles andere ist nur formale Umformung, die aber 
notwendig ist, um dem Algebraiker das Verstehen meiner Vermutungen zu ermöglichen. 


Eingegangen 3. März 1941. 





Bemerkungen zu den vorstehenden Vermutungen 
von Teichmiüiller. 
Von M. Eichler, z. Zt. in Darmstadt. 





Die erste Teichmüllersche Vermutung läßt sich sehr einfach beweisen. Die nach- 
folgende kurze Beweisskizze beleuchtet die Teichmüllerschen Begriffsbildungen gleich- 
zeitig von einer anderen Seite, indem sie sie mit der Änderung der Verzweigungs- 
punkte der Riemannschen Fläche von K mit dem Parameter y in Zusammenhang 
bringt. Wird die in Rede stehende Hauptteilsystemklasse mit dn(z)-! bezeichnet, so 
besagt die erste Vermutung: 


dnla)—! = dnlz')- 
für irgend zwei Funktionen z und z’ aus X. Wir denken uns bei den folgenden Aus- 


führungen den Konstantenkörper Y von K durch seine algebraisch-abgeschlossene Hülle 
ersetzt, sodaß alle Primdivisoren vom ersten Grade sind. 


Es sei ® eine Primstelle in X, an der z und z’ endliche Werte haben mögen. z, sei 
eine Ortsuniformisierende in ®. Dann bestehen Gleichungen 


1 g 
= aa + ala + —n=0, 


1 2 
H, = ala — a)" + ld — a" 4. —=0 
in der ®-adischen Erweiterung K, von K. Nun ist 
F,=%—H,= 0 
ein Teiler der irreduziblen zwischen z und 2’ in Y bestehenden Gleichung F = 0: 
F=F,F;; 

ebenso gilt 

G=6,6, H= H,H,, 


woG und H die irreduziblen zwischen z und z, bzw. z’ und z, in Y bestehenden Gleichungen 
sind. Man verifiziert nun unmittelbar: 


dn(z)-! = ar == 


H 
4 —1 TE = =y —1 = 
dnlz’)!= #. dz’-!= 


F G H 
REN... | En 2 u 1 
dz- F dz” z dz!+ 5 dz- 


Hy. H, 
a er ae. DER WE... 2° nn \ 
= dn(2) 5 dz, = dn(z) H ı 


= dn(2)! + Be de’-1, 
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6) Er a = dnle) — anle) 


die letzten Formeln sind sämtlich als Kongruenzen modulo den bei ® ganzen Differen- 
tialen zu verstehen. 
Sind z oder z’ an der Stelle ® unendlich, so betrachtet man die Polynome . 


RE . 
F(},2) = {F@, 2) 


bzw. 


bzw. 


woraus man wieder die Formel (2) erhält. Da r bei ® den konstanten Wert & = 0 hat, 
ist hier 

(1a) i dnl)"=0 fürz= mw. 
Analoges gilt im zweiten Falle. Die Formel (2) stellt den Inhalt der ersten Teichmüller- 
schen Vermutung dar. 

Zum Schluß soll noch die zweite Teichmüllersche Vermutung für hyperelliptische 
Körper verifiziert werden. Es sei X = Y(z,z’) mit 


2? = (2 — 0): (2 — 41) = M2). 
Dann sind 


dei, 


de W<i<Sg—2), 
I 


a 
de, = det ((sısg—3) 


alle ganzen Differentiale der Dimension 2. Nach dem Hilfssatz der vorangehenden Ar- 
beit (S. 2) hat man dn-! — 0 dann und nur dann, wenn 


(3) > Res, (dy—!dl?,) = 
für 0sis % —2 gilt; "die Relationen 
- Res, (dn-!dl3,) = 0. 


sind stets identisch erfüllt. Die RER (3) bleiben richtig, wenn man die a, einer 
und derselben linearen Transformation 
%,—> 00, + ß 

unterwirft. Es darf daher «, = 0, &, = 1 angenommen werden. Esbleiben für die 2g — 1 
unbekannten Funktionen Fr zig “ar dann 2g— 1 homogene lineare Gleichungen 
mit einer von Null verschiedenen Determinante. (3) ist demnach dann und nur dann 
erfüllt, wenn sich die «, durch eine lineare Substitution in Konstanten überführen lassen, 
oder mit anderen Worten, wenn X sich als Y(z, z’) mit einer von y unabhängigen Gleichung 
F(z,2') = 0 definieren läßt. Das ist gerade der Inhalt der zweiten Teichmüllerschen 
Vermutung. 
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Über Interpolation.*) 


Von Otto Braunschmidt in München. 





Einleitung. 


Die vorliegende Arbeit enthält Betrachtungen über Interpolation im weiteren Sinne, 
d. h. über die angenäherte Darstellung einer Funktion f(x) durch einen linearen Ausdruck 
von der Form 

P,(z) = Aguolz) + Ayuıl2) + + Anuulz) 
wobei die Grundfunktionen 
uo(X), u,(2), Er u„(z) 
gegebene linear unabhängige Funktionen sind. Vorausgesetzt wird, daß die Funktions- 
werte von f(x) auf einer gewissen Menge von Interpolationsstellen x = t bekannt sind, 
allenfalls mit Fehlern behaftet. 

Es gibt eine Reihe von Verfahren zur Bestimmung von Näherungsfunktionen 
P,(x); die wichtigsten sind 

a) die Lagrangesche Interpolationsformel!), 

b) die Interpolation nach der von C. F. Gauß entwickelten Methode der kleinsten 

Quadrate 2), 

c) die Interpolationsmethode von A. Cauchy?), 

d) ein Interpolationsverfahren von P. L. Tschebyscheff*), 

e) das Verfahren von J. Fischer-Hinnen?). 

Alle diese Verfahren, so verschieden ihre Vorschriften für die praktische Durch- 
führung auch sein mögen, beruhen auf demselben Gedanken. Trotzdem scheint eine 
einheitliche Darstellung dieser Methoden in der mathematischen Literatur nicht vor- 
handen zu sein. 

Im ersten Teil dieser Arbeit soll deshalb eine allgemeine Interpolationsmethode 
dargestellt werden, die alle genannten Verfahren als Spezialfälle enthält. Der Grund- 
gedanke dieses allgemeinen Verfahrens ist folgender: 

Man kann die Bestimmung einer Näherungsfunktion P,(x) zurückführen auf die 
Aufgabe, das Gleichungssystem 

Ag!) + Aytzlt) + ++ + Antnlt) = Ai), 


*) Von der Techrischen Hochschule München genehmigte Dissertation (D 91). Berichterstatter: Prof, 
Dr. G. Faber und Prof. Dr. Baldus. 

ı) Darstellungen dieser Methode findet man in den meisten Lehrbüchern, z. B. bei G. Kowalewski, Interpola- 
tion und genäherte Quadratur (1982), S.1. 

2) Siehe z. B. C. Runge und H. König, Vorlesungen über numerisches Rechnen (1924), S. 189. 

3) A. Cauchy, M&moire sur l’interpolation, Journal de Math. de Liouville (1) 2 (1837), p. 198. 

*) P. L. Tschebyscheff, Sur l’interpolation dans le cas d’un grand nombre de donnees fournies par les ob- 
servations (1858), Oeuvres 1, p. 387. 

5) J. Fischer-Hinnen, Methode zur sennellen Bestimmung harmonischer Wellen, Elektrotechnische Zeit- 
schrift 22 (1901), S. 396. 
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wobei i alle Interpolationsstellen durchläuft, wenigstens näherungsweise nach den Un- 
bekannten Ay, Ay, . ., A, aufzulösen. Wir nehmen an, daß die Anzahl der Interpola- 
tionsstellen mindestens so groß ist, wie die Anzahl.der Unbekannten; die Interpolations- 
stellen können auch ein ganzes Intervall a st < 5b ausfüllen. 

Aus diesem im allgemeinen unlösbaren Gleichungssystem werden durch lineare 
Kombination n + 1 Normalgleichungen gebildet, die eindeutig nach den Unbekannten 
Ag Ay: -, A, lösbar sind. Zu diesem Zwecke führen wir ein zweites System linear 
unabhängiger Funktionen ein, die Multiplikatoren 


ur), v(2), vlt). 
Die Aufstellung der h-ten Normalgleichung geschieht dann so, daß man die Gleichungen 
Aguglt) + Ayuılt) ++ Anu,lt) = fit) 
mit v,(t) multipliziert und über alle Interpolationsstellen £ summiert. Im Falle endlich 
vieler Interpolationsstellen lauten die Normalgleichungen: 
Zul) Pal) = Zul)  (h=0,1,...n). 
Wenn die Interpolationsstellen ein ganzes Intervall ausfüllen, sind die Summen durch 
Integrale zu ersetzen. 
Damit ist das Interpolationsproblem zurückgeführt auf die Auflösung eines Systems 
linearer Gleichungen. Das Ergebnis läßt sich auf die folgende Form bringen: 
P,(z) . ZIUK.L, 2). 
Der Kern K,(t, x) ist eine bilineare Form der Größen 
uolX), u,(z), = u„(2) 
vlt), vlt), - - -» Vale). 
Wir werden zeigen, daß der Kern auf die folgende einfache Gestalt gebracht werden kann: 
Kult, 2) = xt) Paz) + Kult) yıla) ++ Kult)Anl2), 
wobei 
9,(2) ein linearer Ausdruck in us(2), ul), - - -, ul), 
X,(t) ein linearer Ausdruck in vlt), vılt), - - -, vılt) 
ist und zwar so gestaltet, daß diese neuen Funktionen zueinander biorthogonal sind, 
d.h. daß 


0, wenn i+k 
zul) gilt) = h. wenn h=k. 


Wenn man die Funktionen 9,(z) als Grundfunktionen, die Funktionen x,(t) als. 
Multiplikatoren wählt, so kann das entsprechende Interpolationsverfahren sehr einfach 
in der folgenden Weise beschrieben werden: 

Die Koeffizienten B,, B,, - . -, B„ der Näherungsfunktion 

P,(z) = Boyz) + Bıpıla) + + Bupulz) 
sind bestimmt durch 


B, u. Zt) xu(t) (h en 0, 1, ...n). 


Unter allen Interpolationsverfahren dieser Art ist die Methode der kleinsten Qua- 
drate dadurch ausgezeichnet, daß bei ihr die Multiplikatoren x,(z) mit den Grund- 
funktionen 9,(z). identisch sind, letztere bilden also ein Orthogonalsystem. Die Her- 
leitung dieses Orthogonalsystems findet man bei P. L. Tschebyscheff®) mit Hilfe von 


®) P. L. Tschebyscheff, Sur les fractions continues (1856), Oeuvres 1, p. 203. 
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Kettenbrüchen, einfacher bei J. P. Gram?) mit Hilfe von Determinanten. Die im ersten 
Teil dieser Arbeit angewandte Methode zur Entwicklung des Kernes nach Funktionen 
eines Biorthogonalsystems benutzt ebenfalls Determinanten, ist aber nicht nur auf die 
Methode der kleinsten Quadrate anwendbar, sondern gilt für alle Interpolationsverfahren, 
die von irgendeinem System von Grundfunktionen und Multiplikatoren in dem eingangs 
erklärten Sinn ausgehen. 

Im ersten Teil soll weiter gezeigt werden, daß die verschiedenen Interpolations- 
verfahren sich nicht nur formal einheitlich behandeln lassen, sondern daß auch die prak- 
tische Durchführung in allen Fällen auf die gleiche Weise geschehen kann. Als besonders 
geeignet erweist sich dabei das Verfahren, welches A. Cauchy bei seiner Methode zur 
Aufstellung und Auflösung der Normalgleichungen angegeben hat®). Was die einzelnen 
Interpolationsmethoden voneinander unterscheidet, liegt einzig und allein in der Wahl 
der Multiplikatoren. 

Das Cauchysche Verfahren zur Auflösung der Normalgleichungen hat weiter den 
Vorteil, daß es von selbst auf die oben erwähnte Entwicklung nach den Funktionen eines 
Biorthogonalsystems führt. 

Der zweite Teil dieser Arbeit enthält eine ausführlichere Behandlung der oben an- 
geführten speziellen Interpolationsverfahren;; insbesondere soll die Methode der kleinsten 
Quadrate noch von anderer Seite beleuchtet werden. Die Frage nach der besten Inter- 
polationsmethode kann vom theoretischen Standpunkt ‘aus nicht eindeutig beantwortet 
werden, worauf schon C. F. Gauß hingewiesen hat. In der Praxis ist es jedoch allgemein 
üblich, die Methode der kleinsten Quadrate als die beste Interpolationsmethode anzu- 
erkennen. Wir schließen uns diesem Brauch an, weil die Methode der kleinsten Quadrate 
zwei verschiedene Minimumeigenschaften hat, wie C. F. Gauß in seiner „Theoria motus“ 
einerseits und in der „Theoria combinationis observationum‘‘ anderseits ausgeführt hat?). 

Das erste Minimumproblem geht von der Annahme aus, daß die Funktionswerte 
/(t) in den Interpolationsstellen fehlerfrei gegeben sind und daß die mittlere Abweichung 
der Näherungsfunktion ?,(z) von der gegebenen Funktion gemessen wird durch die 
Formel 





ro nor. 


wobei die Summe über alle Interpolationsstellen zu erstrecken ist und N die Anzahl der 
Interpolationsstellen bezeichnet. Falls die Interpolationsstellen ein Intervalla St <sb 
bilden, nimmt man statt dessen die Formel 





—, [1Pr0 - norae. 


Die Methode der kleinsten Quadrate hat dann die Eigenschaft, diesen Ausdruck zu 
einem Minimum zu machen. 

Beim zweiten Minimumproblem dagegen nimmt man an, daß die zu interpolierende 
Funktion f(x) an jeder Interpolationsstelle x = it den gleichen mittleren Faktor u hat. 
Nach Gauß ist dann der mittlere Fehler für die Näherungsfunktion 


?) J.P. Gram, Über die Entwicklung reeller Funktionen in Reihen mittels der Methode der kleinsten Qua- 
drate, Journal f. d. reine u. angew. Math. 94 (1883), S. 41. 

®) In der Note von E. Carvallo, Formules d’interpolation, C. R. 56 (1888), p. 346, wird schon gezeigt, daß 
auch die Interpolation nach der Methode der kleinsten Quadrate nach dem Cauchyschen Verfahren durchgeführt 
werden kann. 

®») C. F. Gauß, a) Theoria motus corporum coelestium (1809), Werke 7, S.240. b) Theoria combinationis 
observationum erroribus minimis obnoxiae (1821—1826), Werke 4, S.1. 
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Pxlz) = ENOK,(, 2) bzw. = [HOK,(ı, 2) 
gegeben durch die Formel 


2 [K„(t, z)]® bzw. durch u Sta x)]? dt. 


Das zweite Minimumproblem verlangt, diesen Ausdruck für jedes x des Intervalls 
a<szsb zu einem Minimum zu machen. C.F. Gauß hat in seiner „Theoria combi- 
nationis observationum‘“‘ für den Fall endlich vieler Interpolationsstellen gezeigt, daß 
beide Minimumprobleme die nämliche Lösung haben. 

Wir werden im zweiten Teil diesen Beweis für den Fall zusammenstellen, daß die 
Interpolationsstellen ein Intervall a s x s b bilden; denn in der Literatur wird in diesem 
Falle nur das erste Minimumproblem behandelt !?). 

Im zweiten Teil werden ferner für die Methoden von Cauchy, Tschebyscheff und 
Fischer-Hinnen die ersten Funktionen des Orthogonalsystems wirklich ausgerechnet. 
Schließlich soll das Tschebyscheffsche Verfahren auch in der von H. Bruns!!) angebenen 
abgeänderten Form dargestellt werden. Dabei zeigt sich, daß das Verfahren von Fischer- 
Hinnen sich nur wenig von diesem Brunsschen Verfahren unterscheidet. 

Der dritte Teil dieser Arbeit endlich enthält zunächst’ ein spezielles Beispiel für die 
Annäherung durch gewöhnliche Polynome, d.h. mit den Grundfunktionen 

u=r. 
und zwar soll dabei die Methode von A. Cauchy mit der Methode der kleinsten Quadrate 
verglichen werden. Es wird sich ergeben, daß im allgemeinen die Cauchysche Methode 
durchaus gleichberechtigt neben der Methode der kleinsten Quadrate angewendet werden 
kann. 

Schließlich bringen wir noch einen Beitrag zu der für die Anwendung wichtigen 





Frage, wie weit die Näherungsfunktionen der Interpolationsmethoden von A. Cauchy 
und von P. L. Tschebyscheff von denen der Methode der kleinsten Quadrate abweichen. 
Da die allgemeine Untersuchung auf zu große Schwierigkeiten stößt, sollen nur die mitt- 
leren Fehler für n < 7 miteinander verglichen werden. Für praktische Zwecke dürfte 
dies durchaus ausreichend sein. Es wird sich auch hier herausstellen, daß man bei nicht 
zu großen Anforderungen die Methode der kleinsten Quadrate durch die von Cauchy 
oder von Tschebyscheff ersetzen kann. 


I. Teil 
Ein allgemeines Interpolationsverfahren. 


$ 1. Beschreibung des Verfahrens. 


Die Grundaufgabe der Interpolation lautet: Gegeben sind 
1) die Werte einer Funktion f(z) auf einer gewissen Menge M von Interpolations- 
stellen t, 
2) n + 1 linear unabhängige Funktionen, die Grundfunktionen 
ul), u,(z), nr. u„(2). 
Gesucht wird ein Ausdruck von der Form 
P,(2) = Ag) + Ayuıl2) +: + A,u,(2), 
der die Funktion /(z) näherungsweise darstellt. 
%) Vgl. z. B. Courant-Hilbert, Methoden der mathematischen Physik 1 (1924), 8. 36. 
R ıı) H. Bruns, Über ein a Pr von. Tschebyscheff, Astronomische Nachrichten 146 (1898) 
161. 
Journal für Mesbemeitt, 24. 186. Bett ı. 3 
145° 
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Für die Menge M von :Interpolationsstellen kommen in der Hauptsache die fol- 
genden Fälle in Betracht: 
A)-M besteht aus endlich vielen (verschiedenen) Punkten de Intervalls (a, b): 


bp byn =» on Im 
B) M besteht aus allen Punkten des Intervalls (a, b): 
astsb. 
Der Fall B) kann als Grenzfall von A) angesehen werden. 
Als Grundfunktionen wählt man meistens die Potenzen 
1,520, 9,... 
oder die trigonometrischen Funktionen 
4, co8z, cos2z, cos3z,.... 
sinz, sin2z, sin3z,... 
Es können aber auch andere Funktionensysteme als Grundfunktionen auftreten. 

Die Anzahl n + i der Grundfunktionen soll im Fall A) nicht größer als die Anzahl 
m + 1 der Interpolationsstellen sein, da sonst das Problem unbestimmt wird; im Fall B) 
dagegen unterliegt n keiner. Beschränkung. 

Die Abweichung zwischen der Näherungsfunktion ?„(z) und der gegebenen Funk- 
tion f(z) bezeichnen wir mit L(z), also 

Ua) = P«(2) — M2). 

Die Grundaufgabe der Interpolation wird erst dadurch zu einer bestimmten Aufgabe, 
daß noch weitere Forderungen über die Größe der Abweichungen ZL{t) in den Inter- 
polationsstellen hinzutreten. Um ein möglichst allgemeines Verfahren zu finden, ver- 
zichten wir jedoch auf Minimalforderungen und verlangen in Analogie zur Methode der 
kleinsten Quadrate die Erfüllung gewisser Normalgleichungen. 

Zu diesem Zwecke sei ein zweites System linear unabhängiger Funktionen gegeben, 
die Multiplikatoren 

v(2),vı(2), ne. v(2). 
Wie wir gleich sehen werden, brauchen diese Multiplikatoren nur in den Interpolations- 
stellen definiert zu sein. 

Normalgleichungen nennen wir die folgenden Bedingungen: 


im Fall A: Zt) Ut,) = 0 
im Fall B: f vnle) Lit)dt = 0 


Das sind in jedem Fall n + 1 lineare Gleichungen für die unbekannten Koeffizienten 
Ag Ay, -- ., A„ der Näherungsfunktion P,(z). 

Diese verallgemeinerten Normalgleichungen lassen sich formal ebenso behandeln 
wie die der Methode der kleinsten Quadrate. Wir werden aber im zweiten Teil dieser 
Arbeit sehen, daß auch die anderen in der Einleitung genannten Interpolationsverfahren 
sich als Spezialfälle unserer allgemeinen Interpolationsmethode ergeben. 

Um die Schreibweise abzukürzen und um die Fälle A) und B) nicht immer getrennt 
behandeln zu müssen, soll folgende Bezeichnung eingeführt. werden: 


z gl) hit) im Falle A) 
(gh) = (hg) = 


fe) Mydt im Falle B). 
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Mit Hilfe dieser Bezeichnung können die Normalgleichungen folgendermaßen geschrieben 
werden: 

Aol Vale) + A,lvauı) u u z A,lvru,) er; (vf) (h . 0, 1, Pe n). 
Im Falle B) setzen wir natürlich voraus, daß alle auftretenden Integrale existieren !?). 

Die Multiplikatoren sollen natürlich so beschaffen sein, daß dieses Gleichungs- 
system für jede zu interpolierende Funktion f(z) und für jedes zulässige n eindeutig lös- 
bar wird. Dazu ist notwendig und hinreichend, daß die Determinanten 

 |oone) . = > (004) 
Du, W)=| : ++ - |a=0,142....) 
(Unlo) een (Yu,) 
nicht Null sind. 

Die oben genannten Voraussetzungen, daß die Grundfunktionen und die Multi- 
plikatoren untereinander linear unabhängig sein sollen, sind notwendig für das Nicht- 
verschwinden von D; sie sind jedoch ‘im allgemeiner für die Gültigkeit von D, +0 
nicht hinreichend, wie das folgende Beispiel zeigt: 

„w=ın v=.m, M: —isısHi. 


Hier sind zwar die u, und die v, unter sich linear unabhängig, aber wegen 
+1 
(v,u,) — S + U+1gr —=(0 
—ı 


sind alle Determinanteu D, = 0. 

Das hier zu besprechende allgemeine Interpolationsverfahren kann nunmehr fol- 
gendermaßen beschrieben werden: 

Sind die Grundfunktionen 

(1) ul), ulz), ur), . . - 
und die Multiplikatoren 

(2) vox), vılz), valr),.. 
so gewählt, daß die Determinanten 

(3) D,(u,, v) = 0 
sind für n<sm im Falle A) bzw. für jedes n im Falle B), dann wird im Intervall (a, b) 
der Funktion f(x) diejenige eindeutig bestimmte Interpolationsfunktion 

(4) P,(z) hen Asus) + A,u,(z) +. + A,„u,(z) 
zugeordnet, welche den Normalgleichungen 

(5) („P) = (uf) für h=0,1,...,n 
genügt. 

Die eigentliche Aufgabe besteht jetzt in der Auflösung der Normalgleichungen (5). 
Formal findet man das Ergebnis der Auflösung am einfachsten durch Elimination der 
Unbekannten A,, A, .. , A„ aus dem folgenden Gleichungssystem: 


Acl Volke) > ai 1 A,(Vol,) — (uf) =, 
Aylvımo) + +++ A,(v0,) — (uf) =(, 


AulVnlo) ++ AulUnl) — (uf) co 0, 
Aguflz) +++ Auunlz) — „(2) =(. 


12) Abgesehen von einer Stelle im zweiten Teil, wo wir das Lebesguesche Integral verwenden, ist es gleich- 


gültig, welcher Integralbegriff zugrunde gelegt wird. * 
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Die n + 1 ersten Zeilen sind die Normalgleichungen, die letzte Zeile ist die Definitions- 
gleichung für P,(z). Dieses System ist homogen in Bezug auf die n + 2 Größen 

7 E07 SR TO 
Da diese nicht alle Null sind, so muß 


(vol) (von) (uf)! 


(u) ++ (u) (u 
u(z) u„(z) PP)! 
sein. Die letzte Zeile dieser Determinante fassen wir auf als Summe zweier Zeilen mit den 
Gliedern 
u(2), .. u(2), 0 
ee 


Demgemäß kann diese Determinante als Summe zweier Determinanten geschrieben 
werden, die sich nur in der letzten Zeile unterscheiden. Nach Division mit der nichtver- 
schwindenden Determinante D, erhält man 
(Voltp) * * * (vorn) (vof) 
6 P, " Fe DE . ... . - : 
(6) ; (2) D (u) (Unlg) * - - (Un) (uf) 


| ur) ul) 0 
Das ist die Lösung unserer Interpolationsaufgabe. Die Funktionswerte f(t) gehen also 
linear in die Näherungsfunktion ?,(z) ein. Es wird dies noch deutlicher, wenn wir bei 
der in (6) ausgeschriebenen Determinante die in der letzten Spalte enthaltenen Sum- 
mationen bzw. Integrationen vor die Determinante ziehen. Mit Hilfe des Kernes 
(Volio) * * » (Yolin) Volt) 
D, (Uni) Sr RRE (v.u,) vlt) 
ulz) ++: ula) 0 


kann dann die Näherungsfunktion in der folgenden Weise geschrieben werden: 


(N K,lt, 2) = 


Pu(2) = 2 Kult, 2) /(h) im Falle. A) 
bzw. E 


P.(a) = f K,(t, 2) f(t)dt im Falle B). 


2. Entwicklung der Näherungsfunktion nach einem Biorthogonalsystem. 


Wir wollen nun die Lösung noch auf eine andere Form bringen, die auf die Frage 
Auskunft gibt, wie sich die Näherungsfunktion P,,,(z) von der Näherungsfunktion P,(z) 
unterscheidet. Wir erreichen dies durch Umformung des Kernes (7). 

Der Kern K,(t, x) bleibt offenbar ungeändert, wenn u,(z) durch 

(8) Plz) = prlun + Cala + + Ca,0%0) 
mit beliebigen C, „ . - -, C, ,_, und p, + 0 ersetzt wird. 

‘Die Zahlen €, . ., C, ,_, sollen speziell so gewählt werden, daß in der Deter- 
minante D,„ rechts von der Hauptdiagonale lauter Nullen stehen, d.h. daß 

(9) (vp)=0 fürk<ah. 


Diese Bedingungen können eindeutig erfüllt werden, denn die Gleichungen (9) sind 
gleichbedeutend mit dem folgenden Gleichungssystem 
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Colt) + + Cu.) (,_) = — (ti) (k=0,1,..,A—1), 
dessen Determinante D,_, nach Voraussetzung (3) von Null verschieden ist. 
Fügt man zu diesem Gleichungssystem noch die Definitionsgleichung (8) für 9, hin- 
zu, s0 erhält man durch Elimination der C, „,- - -, C,, „_, nach demselben Verfahren wie 
oben bei der Berechnung von P,(x) die Lösung 


(Vi) ++ (von) 
ER 3 Fa 
(10) D,.-ı (%,_ı%0) ++ (144) 
ulz) +» u,(z) 
9X) = Poll 2). 


Die Zahlen p, sind beliebig und können zur Normierung von 9,(z) verwendet 
werden. 

Da die Funktionen u,(z) und v,(z) bei der Bildung des Kernes (7) symmetrisch 
auftreten, kann man auf die eben beschriebene Weise an Stelle der Funktionen v,(z) 
die neuen Funktionen 


fürn =1,2,3,..., 


(Volke) ° * * (Volkaı) %lz) 


zz) = für k=1,2,3,..., 
“N Dim | (om) (om doule) 


Kol) = goVlz) 
einführen. Man erreicht dadurch, daß in der Determinante D, auch links von der Haupt- 
diagonale lauter Nullen stehen, d.h. es gilt 
(12) (zu,) = 0 für k<h. 
Die Konstanten g, sind ebenfalls beliebig und von Null verschieden. Wir wollen jedoch 
festsetzen, daß die p, und die g, so bestimmt werden, daß 
(13) (ap) = 1. 
Nun ist aber für h 21 
(XP) = qullvapa) + da, u-ı (u-ıPa) + + dr, olion)] 
= qu(vaYı) nach (9) 
D, 


mäß (10). 
D,-ı ” 


= (Pr 


Für k = 0 dagegen ergibt sich 
(XoPo) = Pofoluste) = Pode Do, 
d.h. die Normierungskonstanten p, und g, müssen die folgenden Gleichungen erfüllen: 


D.- 4 
(14) Pıgk = D- für h >21, Polo = 7: 


Aus den Bedingungen (9) folgt nun weiter fürk <h 
(a9) = alu) + hal) + + dap)] = 0 
und für k> A folgt aus (12) 
(%9) = Prllx) + Cu al _ı) ++ Culxae))] = 0. 


Diese Beziehungen zusammen mit den Gleichungen (12) sagen aus, daß die neuen 
durch (10) definierten Grundfunktionen mit den neuen durch (11) definierten Multi- 
plikatoren ein biorthogonales System bilden, d.h. 


(15) (Xp) = . = 2 + 4 
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Wie wir oben gesehen haben, bleibt durch die Einführung dieser neuen Funktionen 
der Kern K,(t, x) ungeändert, folglich auch die Näherungsfunktion P,(z). Wir können 
also auch von vornherein mit den Grundfunktionen 9,2), 9,(2), Ya(2),... und mit den 
Multiplikatoren (2), xı(2), Xe(2), . .. rechnen. Wir setzen 

P,(z) = BoPz) + Bıyıla) + + Bupulz)- 
Die Normalgleichungen lauten dann 
(Pu) = (x) für h=0,1,...,n 
oder auf Grund der Biorthogonalitätsbeziehungen (15) 
B, = (x): 

Die Näherungsfunktion P,„(z) hat jetzt die einfache Gestalt 

(16) P,.(z) = (92) + (N yılz) + + (uf) Yulz) 
und der zugehörige Kern lautet 

(17) K,(t, 2) = xt) 92) + dA) ++ u) Aul2)- 

Jetzt läßt sich auch die zu Beginn dieses Paragraphen gestellte Frage nach dem 
Unterschied zwischen P„,,(z) und P,(z) leicht beantworten: 

Parl2) — Plz) = (uf) Yarıl 2): 

Bei der Interpolation nach der Methode der kleinsten Quadrate ist diese Entwick- 
lung allgemein bekannt. Dort sind ja die Multiplikatoren mit den Grundfunktionen iden- 
tisch !?), also auch 

Az) = Yılz). 
Aus den Biorthogonalitätsbeziehungen werden die Orthogonalitätsbeziehungen 
( hie 1 fürk=h 
MT 0 fürk+h, 
und der Ausdruck P,(z) stellt die Entwicklung der Funktion f(z) nach den orthogonalen 
Funktionen 92), Y(2), Pa), - . . bis zu den Gliedern n-ter Ordnung dar. 

Bei unserer Verallgemeinerung treten daher an die Stelle des Orthogonalsystems 

die beiden durch (40) und (11) definierten biorthogonalen Systeme: 


Por), Pılz), Yalz), - - - 
Xdz), Xıl2), Xal®), - - -- 

Übrigens liefert jedes System von Grundfunktionen und Multiplikatoren, das aus 
den ursprünglichen Funktionen u,(z), u,(2), us(z), ... und v(z), vı(z), valz),... durch 
Linearkombinationen der Gestalt 

Eulz) = ag) + + + + Gmalinlz), 

Dulz) = bunthr) + + dintnlz) 
hervorgeht, die nämlichen biorthogonalen Funktionensysteme wie die ursprünglichen Funk- 
tionen selbst. Das erkennt man unmittelbar durch geeignete Umformungen der in (i0) 


und (44) auftretenden Determinanten. 
Zum Schluß noch ein Wort über die Normierungskonstanten. Meistens wird man 


Ps = 4 wählen, also gemäß (14) 
=; _ Dı-ı 
%o= Ds‘ Ir D, . 


Oft ist es aber zweckmäßig, p, = 9, zu setzen. Man muß dazu gegegebenenfalls bei 


ı2) Näheres im 2. Teil. 
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einem Teil der Multiplikatoren v,(z) durch —v,(z) ersetzen, damit die Determinanten D, 
positiv werden. Dann ist 


1 5 
»=a-)5. PrR=-h= D» für h=1,2,3,.... 


83. Praktische Durchführung. 


Bei der rechnerischen Durchführung dieses Interpolationsverfahrens sind zwei 
Schritte zu unterscheiden: 

4) die Aufstellung der Normalgleichungen, 

2) die Berechnung der Unbekannten A,, A,, - - . , A, aus den Normalgleichungen. 

Zur Auflösung der Normalgleichungen können natürlich alle bekannten Methoden 
für die Lösung linearer Gleichungssysteme angewendet werden. Für die praktische 
Rechnung ist die Methode der schrittweisen Elimination wohl die beste. Sie ist für die 
Normalgleichungen der Methode der kleinsten Quadrate in allen Einzelheiten durch- 
gebildet und kann ohne weiteres auf die allgemeinen Normalgleichungen übertragen 
werden. 

Es gibt aber Fälle, in denen man die genannten Schritte nicht getrennt hinter- 
einander ausführen kann, z. B. bei der Methode von A. Cauchy. Bei dieser wird der 
Multiplikator v, erst aus der biorthognalen Grundfunktion 9,(z) (siehe (10)) bestimmt. 
9,(2) hängt nur von v,, %,, . - -, %,_, ab, kann also selbst zur Bestimmung von », dienen. 
Wenn man nun nicht von vornherein alle 9,(z) und x,(z) berechnet und wenn weiter 
die Ordnung n der Näherungsfunktion P,(z) zu Beginn der Rechnung noch nicht festliegt, 
kann man die oben genannten Methoden nicht ohne weiteres anwenden. Für diesen 
Fall hat nun A. Cauchy eine Anordnung der Rechnung gegeben, die aber auch im all- 
gemeinen Fall angewendet werden kann. Sie besteht aus folgenden Schritten: 

1) Aus dem ursprünglichen Gleichungssystem 

(18) Adlagkt) + Aytzlt) + ++ Anwalt) = fl) (1 aus M) 
wird mit Hilfe von v,(t) die erste Normalgleichung gebildet. 

2) Aus dem System (18) wird die Unbekannte A, eliminiert und zwar so, daß von 
jeder einzelnen Gleichung ein geeignetes Vielfache der ersten Normalgleichung abge- 
zogen wird. 

3) Mit dem neuen Gleichungssystem wird ebenso verfahren, d.h. Bildung der 
zweiten Normalgleichung und Elimination von A, usw. 

Wir wollen dieses Verfahren etwas genauer darstellen und dabei zeigen, daß sich 
die Grundfunktionen 9,(z) des biorthogonalen Systems dabei von selbst ergeben. 

Die Umformung des Gleichungssystems (18) beim ersten Schritt kann auf folgende 
Weise dargestellt werden: 

Ausgehend von 

L= Aug + Aysı ++ An —/ 


bilden wir, um A, zu eliminieren, 


Setzen wir außerdem 


so lautet das Ergebnis der Elimination: 
AL = A,Au, ++ A, Au, — Af. 
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Nun ist aber (%,L) = 0 die erste Normalgleichung, also dem Zahlenwert nach: 
AL=L. 
Allgemein: Aus 
AL = A,Atu, +: - + A,Atu, — Atf 
wird A, eliminiert durch Bildung von 
(vA#L) 


1) AHL=ML— An) 


wobei 


(20) Betty, = A, — 


Ak Ur = A;+.d riaarı 5 08 E A,A'u, —_At 
(v,A* u) 1 
(v,A*u >* 


AN) „ 
(v,Au,) 5* 


und 
(21) ArYy— AH — 
Dem Zahlenwert nach ist 
AHL=AL=...=L, 


weil (v,A*L) = 0 die (k + 1)-te Normalgleichung darstellt. Nach Elimination von A, 
erhält man schließlich 
AmL = — Arif. 


Nun ist aber nach (21) 


= Cm 
A% = A — C,du, 


Amt = Ar — C,Aru,, 

wobei 
YA 
an (k=0,1,. 
Daher ist 
Artıf = F— Cop — CAu, — + — C,Aru.. 
Also lautet das Ergebnis: 
AmL= Cu + CAu +: -+C,Armu, —f- 
Das heißt zunächst: Durch das Cauchysche Lösungsverfahren erhält man die Näherungs- 
funktion 
P, = Co + C,Au, +» + C,Aru, 

und die Fehler 

L=AH!L = — Arf. 

Um die Übereinstimmung mit unserer früheren Lösung zu zeigen, wollen wir zu 
erst feststellen, daß 
Aku, = 9: 
Dazu genügt es, die Gleichungen 

(v,Atu,) = 0 für ; <k 
zu prüfen; denn A*u, ist, wie man aus (20) sieht, eine lineare Kombinat ion von u,, 4}, :-- 
und der Koeffizient von u, ist 1. 


Aus (20) ergibt sich aber 
k 
(mdru,) = (m,Atu,) An (nd) =0 für alle h, 


oder, wenn wir k durch k — 1 ersetzen, 
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(4-,A*u,) = 0 
Wenn schon bewiesen ist, daß 
(v,_,Atu,) = 0 für alle Ah, 
dann folgt aber aus (20) 
(v,_,_,Atu,) = 0 für alle h, 
d.h. 
(vAku,) =0 fürj<kundh=0,1,...,n 
Insbesondere ist also . 
(yAtu,),= 0 für | <k. 
Folglich ist 9, = Atu,, was wir beweisen wollten. 
Da aber P, eindeutig bestimmt ist, so ist auch 
G=(f). 
Das Cauchysche Auflösungsverfahren liefert also nach jeder Elimination ein Glied 
der Entwicklung nach dem Biorthogonalsystem und die Fehler. Will man daher nachtrög- 


lich die Näherungsfunktion für ein größeres n berechnen, so kann man die alten Rech- 
nungen ohne weiteres benutzen. 


II. Teil. 
Einige spezielle Verfahren. 
$ 1. Kennzeichnung der speziellen Verfahren. 
a) Interpolation nach der Methode der kleinsten Quadrate. 
Diese Methode ist mit beliebigen Grundfunktionen u,(2), u,(2). . . -, %,(2) anwend- 
bar. Die Multiplikatoren sind 
v(2) =u,(2) (kh=0,1,...,n). 

Die Bedingungen für die eindeutige Lösbarkeit der Normalgleichungen lauten 


im Falle A) endlich vieler Interpolationsstellen 1, 14, . . -, im 
Die Matrix 


( u n) 
(22) 3 ‚nn s Mm, 


ul) " Unltm) 
muß den Rang n haben; dann sind nämlich die h + 1 ersten Zeilen linear unabhängig, 
also 14) 
(Ugly) - - » (Wo,) 
D, = Ei >0 (k=0,1,:..,9%); 
(u,u,) » - - (u,u,) 
im Falle B) unendlich vieler Interpolationsstellen a St sb: 


Die Grundfunktionen u,(z), u,(2), . . . , u,(2) müssen linear unabhängig sein und die 
Eigenschaft haben, daß 


b 
furtt)dt > 0“) (h=0,1,...n); 
denn unter diesen Voraussetzungen sind die Gramschen Determinanten !*) 


(Uglip) * * \ (Upl,) 
D, = 7,0 >0O 


(u,u9) » - - (u,u,) 


“) Siehe z.B. G. Kowalewski, Einführung in die Determinantentheorie, Leipzig 1909, $ 134, S. 321 
“) Die letztere Bedingung ist z. B. für stetige, linear unabhängige Funktionen erfüllt. 
Journal für Mathematik. Bd. 186. Heft 1. 4 
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b) Interpolationsmethode von A. Cauchy. 


Auch diese Methode ist für beliebige Grundfunktionen u,(2), ul), . . -, u„(2) 
brauchbar. Ihre Multiplikatoren werden durch die Grundfunktionen 
plz) = ul2) + 6,112) ++ ode) 9). 
des zugehörigen Biorthogonalsystems bestimmt: 
v,(2) Ps sg (9,(2)) (h=0,1,...,n). 
Dabei bedeute die Funktion sg(z) wie üblich 
+4 falls <> 0 
sg(x) = 0 fall = 0 
—1 falls 2 <0. 
Die Bedingungen für die eindeutige Lösbarkeit der Normalgleichungen lauten 
im Falle A): Die Matrix (22) muß den Rang n haben; 
im Falle B): Die Grundfunktionen u,(2), u,(2),.. -, u,(2) müssen linear unab- 
hängig sein und die Eigenschaft haben, daß für jede Funktion von der Gestalt 
Ka)=u + au, ++ ai 
das Integra] 


fi Ko|a>0n) (h=0,4,...n) 


ist. 

Um dies einzusehen, braucht man nur die Determinanten D, etwas umzuformen. 
Man findet durch geeignete Spaltenkombination 
(Voldo) * * * (Volz) 


(v9) * (%9,) 


D, = 
| (vruo) ++ (d0,) (9,90) : * (99) 


= (WA dı 91) ° (vun) wegen (9). 
Im Falle A) ist zunächst 


(vo) = (vo) = | ut) | > 0; 
denn die Zahlen u,(t,) können nicht alle Null sein, weil sonst der Rang der Matrix (22) 
kleiner als n wäre. Nehmen wir an, daß D, > 0 ist, dann können die Funktionen 9,,,(2) 
gemäß (10) eindeutig berechnet werden. Die Zahlen 9,,,(t;) können aber nicht alle ver- 
schwinden, weil in der Matrix (22) die Ah + 2 ersten Zeilen linear unabhängig sind. Folg- 
lich ist 
(Yu 941) = Z | rl) | > 0. 
Also ist auch 
Dir = Di (41941) > 0. 
Im Falle B) schließt man analog. Man hat nur zu beachten, daß nach Voraus- 
setzung 


b 
(v9) =  ; | alt) |de> 0 (kh=0,1,...,n). 


c) Interpolationsmethode von P.L. Tschebyscheff. 


Diese Methode sowie die beiden folgenden sind im wesentlichen nur für Annäherung 
durch trigonometrische Polynome geeignet. Wir unterscheiden dabei Annäherung durch 


1) Vgl. Teil I, $ 2 (8). 
7) Diese Bedingung ist z. B. für stelige Funktionen u,(z) erfüllt. 





- 
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cos-Polynome und Annäherung durch sin-Polynome. Dementsprechend haben wir zwei 
Systeme von Grundfunktionen und Multiplikatoren 

ul) — coshz, u® = sin hz, 
(k=1,2,...). 


W— s sg(cos ha), de — 5 Thin hz) 


Interpolationsstellen sind die Punkte des Intervalle 0 st sr. Die Normalgleichungen 
sind eindeutig auflösbar, wie bei der ausführlichen Behandlung dieser Methode gezeigt 
werden wird. 


d) Interpolationsverfahren von H. Bruns. 


Die Grundfunktionen sind dieselben wie im Falle c). Die Multiplikatoren sind 
gegeben durch 


„2h —A), 


Interpolationsstellen sind die im Intervall 0 S x < 2n gelegenen rationalen Vielfachen 
von n. 
e) Interpolationsverfahren von J. Fischer-Hinnen. 
Dies Verfahren stimmt fast mit dem Brunsschen überein. Nur die’Multiplikatoren 
WW sind anders definiert: 
‚für za? a: 
0 sonst. 


$ 2. Die Lagrangesche Interpolationsformel und das allgemeine Interpolationsverfahren. 


Die Lagrangesche Interpolationsformel ist nur auf den Fall A) (s. S. 18) anwendbar. 
Wir nehmen also in diesem Paragraphen an, daß m +1 Interpolationsstellen t,, ren 
gegeben sind. Das Folgende gilt für beliebige Grundfunktionen u(z), ul), - - -, u,(2) 
und für beliebige Multiplikatoren »,(z), v,(2), . . ., v.(z) (n S m), wenn nur die Deter- 
minantenbedingungen (3) erfüllt sind. 


Wir betrachten zunächst den Fall n = m. Wir gehen aus von der Formel (6) in$ 1 
des I. Teiles: 


(dog) = * + (Lola) (Vf) 
Da Omi) = - * (Umlm)Omf) 
u(z) +. ul) 0 


In unserem Fall ist jede Klammer (v,u,) von der Form 


P„(2) na 


(mu) = Zutydudi). 


ir können daher die beiden in dem obigen Ausdruck für P„(x) auftretenden Determi- 
hanten nach dem Multiplikationssatz für Determinanten (Spaltenmultiplikation) zerlegen: 
4* 
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| vi " ukte) 0 Uglie) °*- une) Ki) 


Me nl) 0 ti . Wnlte) Heu) 
0-4 ulz) - a 0 





P.(2) = 
































er el) Tate - umlı) we 
BE a alte) ut) - ul) r 
Da nach Voraussetzung D, + 0 ist, so ist auch jeder Faktor des Nenners für sich allein g. 
von Null verschieden. Man kann daher mit dem ersten Faktor kürzen und erhält 
ul . ulio) Ki) 
Tut) + -Unlte) Mn) han 
Pan ur) --- u„(z) 0 4 ww 






Du und) 
ut) . uult) 
Das ist die Lagrangesche Interpolationsformel für die Grundfunktionen 
ucdz), u,(2), .. un(z). 
In der Tat, durch Entwicklung der Zählerdeterminante nach den Elementen der letzten 
Zeile erkennt man, daß i 
P„(z) “r Agu(z) + A,u,(z) + .., Anum(t). 
“ Weiter findet man durch einfache Umformung der Zählerdeterminante, daß 
P.(tı) = Kt.) für k= 0, * ...,Mm 
Die Näherungsfunktion P,(z) ist in diesem Falle von der Wahl der Multiplikatoren 
vl), vıl2), - - -, Ym(z) völlig unabhängig, wie es von vornherein zu erwarten war. 
Für den Rest dieses Paragraphen bezeichnen wir die Lagrangesche Interpolation 
formel mit J(z; iy ty, - - -,2„). Unser Ergebnis lautet also: 
Im Falle endlich: vieler Ay ae bg bg =» 2, dy st 
Plz) = Ha; te in tm). 
Wir gehen nun zum Fall n < m über und bringen ?,(z) in Zusammenhang mit hetise 
Lagrangeschen Interpolationsformel. Die beiden in Formel (6) auftretenden Dete 
minanten lassen sich auch hier nach einem Satz der Determinantentheorie umformen 
Das Matrizenprodukt 

































wi * Unlto) Ki) 


sw ee 0 ut) BE Hin) 
0 0 4/ \udz):-: ml) 0 


kann bekanntlich !®) auf zwei verschiedene Weisen berechnet werden. Es ist einerseit 
(Spaltenkomposition) gleich 


s "de 


















( we) " (ae) (m) 


ie. (bo) (N 
udz)--- u(z) 0 
















anderseits gleich 






1) Vgl. ». B. O. Perron, Algebra 1, 2. Aufl. 1982, 8.118. 
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rl) u 0. Belt) Ki 


2 Mi lt 0) "ale == A 
0 4 udlz)--- ul) 0 | 
Dabei ist über alle Mh kyky...,%, aus der Reihe der Zahlen 0,1,...,m 
zu summieren, wo u <k, <:-» <k,. 
Streicht man in den beiden Matrizen die letzte Zeile und die letzte Spalte, so ergibt 
sich nach demselben Satze 


(oa) <> (a) ’ | ut) ==: Dult,) ee ul) 
ad: sl vot,,) + 94, Uolt,,) - ° u! 


wobei die Summe in dem gleichen Sinne zu verstehen ist wie vorhin. 
Jeder Kombination der Interpolationsstellen tyalyı ++, entspricht aber eine 
Lagrangesche Interpolationsformel 












ul) 0 















lein 














[7 ++ (tz) Mir) 

Wolt,,) - * "unlt )/te,) 

|ülz) -:-u(2) 0 
u le) 


a 





(23) Kati...) =— 





TR 





Schreiben wir außerdem zur ME 


- “li jede > wall) | 
“ . . | , 


u. lt) a, 2 al) 
o läßt sich die Näherungsfunktion P,(z) folgendermaßen darstellen !®): 


(24) plty. ... t,.) = 











‚toren 
























tion 25 Pilz) — ZPlius Hi) Hzztan:.. bo) 
n .(2) Zplin:-» t,,) 
Beide Summen sind über alle Kombinationen k, <k, < --- <k, der Zahlen 0,1, ...., m 
erstrecken. 


Wenn also die Zahlen plt,,...,i,,) alle positiv sind, dann ist Pa) das arith- 
iihnche Mittel der Lagrangeschen Interpolationsfunktionen Kzztyy..;,t,,) mit m 
richten pltı, - ech 4) 
ren Für die Methode" der kleinsten Quadrate, bei welcher v,(z) = u,(z) ist, sind die 
swichte stets positiv: 


ud) ul? 


RER ms 
Als Beispiel betrachten wir polynomische Interpolation, d.h. 
=» (k=0,4,...,n) 


it äquidistanten Interpolationsstellen. Letztere können wir in der folgenden Form 
hnehmen: 


Pin...) = 








nk (k = 0,1,...,m). 


soll das Näherungspolynom P,„-,(z) nach der Methode der kleinsten Quadrate 
net werden. 


” Ir die Methode der Heinsten Quadrate findet man diese Formel schon bei C. G. J. Jacobi, De formatione 
pro ıs determinantium, Journal f. d. reine u. angew. Math. 22 (1841), S. 286. 
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Bezeichnen wir mit J,(z) das Lagrangesche Polynom (m —1)-ten Grades, welches 
an allen Stellen z:=0,1,...,m, ausgenommen z=k, mit der Funktion f(x) über- 
einstimmt, so ist 


u Aline 


m 
In der Tat ist 
4121... m! 


2 2 
Pl 2 kan) = ST he = (m) = (iR) RI. mn 
Wir können also (x) als Gewicht für J, wählen. Die Summe der Gewichte ist 


(m xufm\/ m \ __ [2m 
3) - Zu) m). 
Speziell für m = 4 findet man 
1 16 36 16 1 
P;(2) = 70 Il) + 70 7.2) + 70 Ja) + 70 732) + 70 Ja). 
Die Methode von A. Cauchy liefert für den gleichen Fall 
0 14 42 14 0 
P;(2) = n/a) Ca 79 712) + 70 7.(*) + 79732) * Th 


Übrigens kann die Formel (25) auch auf den Fall ausgedehnt werden, daß die 
Interpolationsstellen ein Intervall as t s b bilden. Man braucht statt der Summen nur 
(n + 1)-fache Integrale zu setzen: 

... „ie HR; in te) Be Az. . » m 
26 Pla) = J S Plto tn) E 
er . TI Plio.. tm) dindtz ... di, 
Die Funktionen p(t,, . . -, t,) und J(z; ty . . ., 1) sind dieselben wie die in den Formeln (24) 
und (23) angegebenen, wenn man dort überall k, durch h ersetzt. Das Integrationsgebiet 
ist gegeben durch 

(27) ashshS.. s4usob. 

Der Beweis verläuft ähnlich, man hat nur folgenden Determinantensatz zu ver- 
wenden: 





Uglto)  * - unlte) 


(28) er“ 


(Volip) * » * (Von) [ f Volke) "- * Yulto) 

(duo) ne (vu) Volta) “43% vlt.) Uolt,) a un(t,) 

über das Integrationsgebiet (27). Dieser Satz kann auf folgende Weise bewiesen werden*): 
Der Integrand auf der rechten Seite von (28) ist 

Pr Foot, En vn(t,,) R en 1)F uo(t,,) a un(t,,)- 


Dabei ist über alle Permutationen (A,,...,A,) der Zahlen 0,4,..., zu summieren. 
H ist 0 oder i, je nachdem die zugehörige Permutation gerade oder ungerade ist. Dieser 
Ausdruck kann auch folgendermaßen geschrieben werden: 
u ee r — j)Z+H Er t 
at AR volt,,) - * > volta,) en erh, BEN u,,(4,)} 
=u —4 t ... r 
a | { a mr (ta) =» Vnlt, Jun (t,)} 


wobei X = 0 oder i, je nachdem die Permutation (k,, - . ., k,) gerade oder ungerade ist. 


*) Dieser Satz mit Beweis bei G. Landsberg, Theorie der Elementarteiler linearer Integralgleichungen, I: 
Math. Ann, 69 (1910), 8. 231. 
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Wir berechnen zunächst 


(29) te SS vlt dur) - - > vult, Jun, (t,) dt, - - di, 


Das (n + 1)-fache Integral ist über 

(30) ası, Sst,„Ss..-si,sb 
zu erstrecken. Durchläuft (Ah,...,%,) alle Permutationen der Zahlen 0,1,...,n, so 
bilden die Integrationsgebiete (20) zusammen den (n + 1)-dimensionalen Würfel 

ası,sb (r=0,1,...,R). 
Jeder Punkt (%, 1, - . .,2,) dieses Würfels liegt nämlich, falls seine sämtlichen Koordi- 
naten voneinander verschieden sind, in genau einem Integrationsgebiet (30). Man braucht, 
um dies einzusehen, nur die Koordinaten nach der Größe zu ordnen: 
ası,<ti,<:.<ti,sb. 

Wenn nicht alle Koordinaten verschieden sind, so gehört der Punkt dein Rand mehrerer 
Integrationsgebiete (30) an. 

Folglich ist (29) identisch mit 


b b 
S N  [oolto)un (to) Kin Ynlta)ur, (tn) di, di, = (vou;,) sg (Yur,)- 


Also ist die rechte Seite der zu beweisenden Formel (28) gleich 


(Volke) * * * (Voll) 


zZ (— 1) (vn) (da) = ‚w.z.b. w. 


ER (vnto) + + (al) 
Mit Hilfe dieses Satzes ergibt sich die Richtigkeit der Formel (26). 
Wenn man. die Veränderlichen ti, t,,...,i,„ unabhängig voneinander das Inter- 


vall (a, 5) durchlaufen läßt, dann muß man in Formel (28) die rechte Seite in der folgenden 


Weise abändern: 
b b 
1 
ar Sf te an 


Entsprechend kann man auch die Formel (26) abändern. Da aber hier sowohl im Zähler 


wie im Nenner der Faktor auftritt, bleibt die Formel äußerlich ungeändert, 


RR A 
(n +1)! 
nur das Integrationsgebiet heißt jetzt 

asısb 


8 3. Interpolation nach der Methode der kleinsten Quadrate. 


Wir beschränken uns bei der folgenden Darstellung auf den Fall B). Die Inter- 
polationsstellen füllen also das ganze Intervall a st sb aus. Die Integrale sollen in 
diesem Paragraphen im Lebesgueschen Sinne verstanden werden. 

Allgemeiner als in $ 1 kann die Interpolation nach der Methode der kleinsten Qua- 
drate durch folgende Wahl der Multiplikatoren gekennzeichnet werden: 

v.(z) = plz) u,(z), 
wobei die Gewichtsfunktion p(z) im ganzen Intervalla < x S b positiv sein und höchstens 
auf einer Menge vom Mass Null verschwinden soll. 

Um die Voraussetzung (3) zu erfüllen, brauchen wir nur anzunehmen, daß die 
# Grundfunktionen u,(z), u,(2),. .. linear unabhängig sind. Denn die Determinante D, 
ist jetzt die Gramsche Determinante der linear unabhängigen Funktionen 
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Vp(z) ulz), . .. ,Vplz) une), 
sie ist also positiv. 
Wir wählen die Normierungskonstanten wie auf Seite 23: 


\; 
prR=n= Fe für h=1,2,..,. pR=9= Di 


b 
(v8) = (v,) = [ plt) u,(t) unlt)dt, 
also gemäß (10) und (14) 


Weiter ist 


1ulz) = plz)gul2). 
Infolgedessen lautet der Kern (17) 


Kult, 2) = pl) Em) ale). 


An die Stelle der Biortbogonalitätsbeziehungen (15) treten jetzt die Orthogonalitäts- 
beziehungen 


b Pu 
N Sr otaoinae = [Gran Hr 


a 
Als spezielle Beispiele führen wir an: 
Grundfunktionen u, = xz*, Interpolationsstellen —i st s1: 
a) plz) = 1. 
9,(x) ist das Legendresche Polynom 
2n +1 4 da! — 1) 


Du Ta "| Kar "Tale 
b) 


(x) = Re ER 
e yi — x! 


Man erhält die Tschebyscheffschen Polynome erster Art 
| | 2 
92) Var): <d<n. 


z= 008% 


c) p(2) = 1 —z®. 


Es ergeben sich die Tschebyscheffschen Polynome zweiter Art 


1/2 sinn + 1)0 
ante) = 2 PD lose s» 


z = 0089 
Bekanntlich läßt sich bei der Methode der kleinsten Quadrate die zu einer Funk- 
tion f{z) gehörige Interpolationsfunktion P,(z) unter allen Funktionen von der Form 


| (32) Qulz) = @9d2) + aPıla) +’ + Pal?) 

durch gewisse Minimalbedingungen auszeichnen und zwar auf zwei verschiedene Weisen. 
Wir wollen dies hier nachweisen. Anstatt aber unter den Funktionen (32) diejenige mit! 
gewissen Minimaleigenschaften zu suchen, lösen wir dieselbe Aufgabe für Kerne von der 
Form 


(33) H,(t, 2) = pl) Z vilt) al), 
wobei y,(t) beliebige (integrierbare) Funktionen bedeuten. ’ 

Die beiden Aufgaben sind gleichbedeutend ; denn multipliziert man einen Kern (33) 
mit /(t) und integriert über a Ss t Ss b, so erhält man einen Ausdruck von der Gestalt (32) 
und umgekehrt kann man zu jeder Funktion (32) einen Kern (33) angeben, so daß 
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b 
% = [ plt)yılt) Ki)dt. 


Da nämlich f(x) nicht identisch verschwindet, so gibt es sicher Funktionen g,(2), für 
welche 


b 
SpWadiıd=b,+0 (h=0,A,...,n). 
Dann setze man 
la) = rle). 
h 
Zur Vereinfachung der folgenden Rechnungen schreiben wir 
Yyılz) = Plz) + wıl2). 
Außerdem führen wir folgende Abkürzungen ein: 
b 
(34) S plywt) pıl)di = ayı, 


b 
(35) S pi) pUYrUJd = cı. 
Erste Minimumaufgabe. Unter allen Kernen von der Form 
(36) Huf, 2) = Pi) & [Lold) + od] Aula), 


sind diejenigen zu bestimmen, welche die Eigenschaft haben, daß für jede samt ihrem Quadrat 
integrierbare Funktion f(x) die Zahl 


87) m = [ U) — Qul)]Pptode 
ein Minimum wird. Dabeiit 
Qut2) = FHOH,L, 2)dt. 
Die Lösung findet man durch Unibinenie des Ausdrucks (37): Mit (36) und (35) 
ergibt sich 
02) = Zum) + 3 mia) [mafdı. 
Setzt man dies in (37) ein, so erhält man mit Hilfe der Orthogonalitätsbeziehungen (31) 


b N ER r 
m=[pfa— 3a +2 puyfat)?. 
Dieser Ausdruck wird dann und nur dann am kleinsten, wenn 


[ pufdt = 0 


fürk=0,4,...,n und für jede integrierbare Funktion f(z). 
Das ist aber nur möglich, wenn bis auf eine Nullmenge 
v)=0 fürkh=0,1,...n. 

Die zweite Minimumaufgabe verlangt eine Einschränkung für die Grundfunktionen: 


Das Orthogonalsystem 
} p(z) 962), Vp(z) Yı(z), es 


muß vollständig sein; d.h. es soll jede Funktion, die zu allen Funktionen dieses Systems 
orthogonal ist, identisch Null sein, höchstens von einer Nullmenge abgesehen. Unter 
dieser Voraussetzung gilt bekanntlich die im folgenden zu verwendende Parsevalsche 
Gleichung 2°). 

2) Siehe z. B.: E. Pascal, Repertorium der höheren Mathematik 1, 3 (1929), S. 1270. 


Journal für Mathematik. Bd. 185. Heft 1. 
145 





34 Braunschmidt, Über Interpolation. 


Zweite Minimumaufgabe. Unter allen Kernen von der Form (36) sind diejenigen 


zu bestimmen, für welche die Funktion 
» 


1 
M(x) = f Pr) Ht, or 


in jedem Punkt des Intervalls a < x S bden kleinsten Wert annimmt und welche außerdem 
folgende Nebenbedingungen erfüllen: 


(38) f YA)HA,t, z)dt= pr) fürr=0,1,...,n. 


Setzt man den Kern (36) in die Nebenbedingung (38) ein, so erhält man unter 
Verwendung der Abkürzung (34) 


(39) Fpaodi =a,„=0 fürh,r=0,A,...n. 

Das Integral Mia) führt demnach zu 

(40) Ma)= Ente)? + 2, mie) ala) [pumdt. 
Die letzteren Integrale berechnen wir mit der Parsevalschen Gleichung für die Funk- 
tionen Vp(z) w/z) und Vp(z) w,(z) in bezug auf das Orthogonalsystem 


Vptz)o(z), Vplz)yil2), --.. 
Wir finden 


b ® ®© i 
Jpumdı = 2 Yyılyı = 2, ln für ,A=0,1,...,n. 


Dabei ist (39) benutzt worden. 

Nunmehr erhält (40) die folgende Gestalt 

M)= Enter + 3 | Zn)” 
Dieser Ausdruck ist dann und nur dann für jedes x des Intervalles a < x s bein Minimum, 
wenn 
Zoe) =0 fürken+i,n+2... 

Da aber die 9,(z) lineır unabhängig sind, so folgt 

(41) a. =0fürk=n+i,n+2...undh=0,ÄA,...n. 
(39) und (41) ergeben zusammen wegen der vorausgesetzten Vollständigkeit 

v2) =0 fürh=0,1,...n. 

Ausgenommen ist höchstens eine Menge vom Maß Null. 


Die Lösung des zweiten Minimumproblems lautet also genau wie die des ersten: 
Die gesuchten Kerne unterscheiden sich höchstens auf einer Nullmenge von dem Kern 


Kult, 2) = pl) & ml) Al2)- 


$ 4. Die Interpolationsmethode von A. Cauchy. 


Das Cauchysche Verfahren ist ebenso allgemein anwendbar wie die Methode der 
kleinsten Quadrate, also für jede Folge von Grundfunktionen und sowohl für endlich 
viele Interpolationsstellen wie auch für den Fall, daß die Interpolationsstellen ein 
ganzes Intervall ausfüllen. 145 
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Dieses Verfahren ist durch die folgende Wahl der Multiplikatoren gekennzeichnet 

(siehe $ 1,b): 

u, = sg(9ı)- 
Die Multiplikatoren haben also nur die Werte + 1 oder 0. Infolgedessen ist die Auf- 
stellung der Normalgleichungen hier viel einfacher als bei der Methode der kleinsten 
Quadrate. 

Daß diese Wahl der Multiplikatoren überhaupt möglich ist, hängt daran, daß zur 
Berechnung von 9, nur die Multiplikatoren v,, %, - - -, %.-] gebraucht werden, nicht 
aber v,. Außerdem ist v, = sg(9,) = 8g (u,). 

Wir wollen hier für folgendes Beispiel einige Funktionen des Biorthogonalsystems 
wirklich aufstellen: 

Als Grundfunktionen wählen wir u, = z* und als Interpolationsstellen die Punkte 
des Intervalls —1 <t si. Die Funktionen 9, werden hier gewöhnliche Polynome 
HA=Htratrt ti, 

wobei wir so normieren, daß der Koeffizient von z* gleich 1 wird. 

Zunächst ist , =4 und daher „w=4. Für n >14 kann 9, aus den folgenden 

Beziehungen bestimmt werden (siehe (9)): 


+1 
(42) Ssetp) yde=0 fürh<n. 
-ı 


Einige allgemeine Eigenschaften der Polynome 9, lassen sich leicht aus den Be- 
dingungen (42) ablesen: 

a) 9n(— 2) = (— 1)" Yulz), 
d.h. die Polynome gerader Ordnung sind gerade Funktionen, sie enthalten also nur 
gerade Potenzen von x, und die Polynome ungerader Ordnung sind ungerade Funk- 
tionen, sie enthalten also nur ungerade Potenzen von z. 

Beweis. Vollständige Induktion. Die Behauptung ist richtig für n=0. Ist sie 
für A <n richtig, dann ist 

(— 2) = 8g al— 2) = sg (— 1)’ plz) = (— 1)* vul2). 

Beachtet man, daß demnach 


+1 +1 +1 
SF v,(2) Yulz)dz “} (— 2) 9n(— z)dr = (— ef v(z) 9.(— z)dz, 


so folgt 


+1 
S ot) gn— )de=0 fürh<n. 


Das sind gerade die Bedingungen (42), durch die 9,(x) bis auf einen konstanten Faktor 
eindeutig bestimmt ist, also ist 
9nl— 2) = ce Yu(2) 
und durch Vergleich der Potenzen x” ergibt sich 
(1) =c. 
Wegen dieser Eigenschaft können also die Polynome gerader Ordnung für sich 


allein berechnet werden, ebenso die Polynome ungerader Ordnung. 
Die Bedingungen (42) vereinfachen scich dann zu 


ı 
S van Yandz = 0 (h <n) für die Polynome gerader Ordnung, 
0 


1 
S Vanrı Yanyıdz = 0 (h <n) für die Polynome ungerader Ordnung. 
['} 
b* 
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Die Polynome ungerader Ordnung lassen sich leicht aus denen gerader Ordnung 
herleiten, nämlich auf Grund der folgenden Rekursionsformel: 


b) ala) = Al2r? —1). 


Beweis. Wir führen in den Bedingungen (42) die folgende Substitution aus: 


1 
„VE: 


wobei unter der Wurzel der postive Wert verstanden werden soll. Dann erhält man 
x = 2y? —1, folglich ist 


+1 1 
Selma) Yu(z)dz "2 sglLp.(2y? — 1)]9.(2y? — 1)4ydy = 0 für h<n. 


Die Polynome py,;1(2) = 3 9„(22? — 1) haben folgende Eigenschaften: 


Pan+ı(2) = at! +. -, 
Pan — 2) = — Pa+ıl?), 
Sg Pan+ı(2) = sg 9,(22? — 1) für <z si. 
In Verbindung mit (43) gilt somit: 


1 
E Sg [Pansı(2)] Pnyıl2)dr=0 fürh<n. 
Wie am Schluß des Beweises von a) folgt daraus 


Pan+ıl2) = Pan+1l2), W. 2. b. w. 
Aus jedem Polynom gerader Ordnung lassen sich mit Hilfe dieser Formel unendlich 
viele Polynome ungerader Ordnung herleiten. Man übersieht das besser, wenn man 
= cos ®# setzt. Dann ist nämlich 22? — 1 = cos 2# und die Rekursionsformel nimmt 
die folgende Gestalt an: 
1 sin2# 
P2n+1(C088) = = Pn(0082 8) = ur ing PnlcoB 29). 
Für den Fall n = 0 ergibt sich so 
n=1, 
1 sin2# 
pls) =» 


= 29 1 sin4® 
9s(c08#) = "sin® plc c0829) ag 33 sin sin® ’ 
und durch vollständige Induktion findet man ie 


i sin? 
Pr-ıl0080) = 0 —g ad 





Ebenso ist allgemeiner für irgendein n 
1 sin (2”®) 
P2m_2_1(C089) en Y@—-In+1) sin® 
Es sind also nur noch die Polynome gerader Ordnung zu berechnen. Das ist eine 
ziemlich umständliche Rechnung, da zur Berechnung von 9, die Nullstellen der voran- 
gehenden Polynome bestimmt werden müssen. Die ersten Polynome lassen sich trotzdem 
rasch finden, wenn man an Stelle von 9, ihre Integrale 


®,(z) _ S Yu(t)di 
sucht. Sie haben folgende - Eigenschaften: 





„(608 2’). 
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1 
= get 


(44) 9— 2) = (— Yr!9,(2), 
9,(0) = 0. 
Wir brauchen aber nur die ®, mit geradem Index zu berechnen. Es ist also ®,, 


x z i 
das Produkt aus ri und einer geraden Funktion. 


Aus u, = 1 folgt weiter 


+1 
S U Yadr = 20.(4) = 0 für n= ü, 2, ..n 
—1 


d.h. ©, ®,... haben die Nullstellen + 1. Insbesondere ist also nach (44) 
z 
®, vr F7 (2? je 1), 
mithin 
Pa = x? —] . 
Es ergibt sich weiter 


+1 ; 4 4 
Smondz = 20u(t) 49 (73) a 4973) -0 en=23.... 
d.h. es besitzt ©,, fürn =2,3,... sicher den Faktor 
(#4) 
3) 
Insbesondere ist unter Verwendung des vorangehenden Ergebnisses 
je n(e4) 
also 
4 1 
v=r— 5 x. + 15 
Die. Berechnung der folgenden Polynome ist aber schon beträchtlich umständlicher. 
Man findet z.B. 
Rn. RL — .__ 14 — 23515 
®, - (x (2 3 (z 105 D 
284 3/15 , + 681 — 100 YI5 za _ 14 — 23 y15 


147 735 2205 
In der folgenden Tafel sind die ersten 10 Polynome. zusammengestellt: 





vr — 





9% = * — 0,82? + 0,0666667 

9 = 2 — 2 + 0,1666667 

9% = = — 1,27330227* + 0,3995941.2? — 0,021 3947 

9% = 2’ — 1,52° + 0,6252? — 0,0625 

Y% = 2? — 1,761 71042° + 0,94526602* — 0,1594574x2? + 0,004 6611 
9% = 2° — 27° + 1,32% — 0,32? + 0,0166667x 


Die Nullstellen dieser zehn Polynome sind alle reell und liegen zwischen — 1 und 
+1. Die, Nullstellen zweier aufeinanderfolgender dieser zehn Polynome trennen sich. 
Sie sind in folgender Tabelle angegeben: 
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%|i — 

Pı 0 

9% | + 0,5773503 

Y% 0 + 0,707 1068 

9 | + 0,3074003 + 0,8399435 

9% 0 + 0,4597008 + 0,8880738 

9 | + 0,2591387 + 0,6250632 + 0,9030201 

„|! 0 + 0,3826834 + 0,7071168 + 0,9238795 

9% | + 0,1914881 + 0,4943354 + 0,7571374 + 0,9525850 

Y% 0 + 0,2828927 + 0,5884725 + 0,8085173 
+ 0,95915i6 


Die nachstehende Figur zeigt die Verteilung dieser Nullstellen im Intervall 0 szs1; 
die Verhältnisse im Intervall —1 < x < 0 ergeben sich daraus durch Spiegelung am 


Nullpunkt. 





1,0 
? 





0 
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Es ist zu vermuten, daß diese Eigenschaften der Nullstellen allgemein gelten. 
Von den Funktionen x„(z), die zu den Polynomen 9,(z) im Intervall —1 <sr<siI 
biorthogonal sind, lauten die ersten acht folgendermaßen: 


%= 1.0538 


4 - 0,4871393 (sgy, + 0,1547005 sg 9.) 
8. 0,5 38 Ps 
X = 16 : 0,4927737 (sgy, + 0,0805233 sg 9, + 0,077 54338g 9%) 
%s = 32 : 0,4871393 (sg9; + 0,1547005 sg p,) 
X = 64 - 0,4945631 (sgp, + 0,0368863 sg 9, — 0,0685934 sgYy, + 0,0659805 sg 9) 
X = 128 - 0,5 889, 
Alle x-Funktionen sind abteilungsweise konstant und haben sicher so viele Zeichen- 
wechsel wie ihr Index angibt. Das ist eine Folge der Biorthogonalitätsbeziehungen 
Y 0, falls Ak 
S mpda = r falls h= k, 
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Da z* als Linearkombination von 9, ..., 9, geschrieben werden kann, so gilt auch 


+1 
S[eyude=0 fürn<h, 
1 


und daraus ergibt sich die Behauptung nach bekannten Schlüssen. 

Nach dieser Zusammenstellung der ersten acht x-Funktionen scheint es so zu sein, 
daß die Zeichenwechsel von x, mit den Zeichenwechseln von sgp,, also auch mit denen 
von 9, übereinstimmen. Daraus würde dann sofort folgen, daß die Nullstellen von 9, 
alle reeil und einfach sind und zwischen — 1 und + 1 liegen. 

Als zweites Beispiel für die Cauchysche Methode sei das folgende gewählt: 

Grundfunktionen: u, = sin (n + 1)®, 
Interpolationsstellen: Os # Sa. 

Das Biorthogonalsystem %,(9), 9,(9) kann leicht aus dem des vorangehenden 

Beispiels hergeleitet werden. Es gilt nämlich 


9,(9) = 2" sin 99,(cos 9), 


19) = 2. zu(c0s9). 
In der Tat ist zunächst 
sg9,(9) = sgp„(c089) fürrO <P <a, 
und außerdem führt die Substitution x = c08® zu 


a . 


Sg [a1 98 = 2 [sglylz)] pulz)dz. 


u —1 
Die ersten acht Funktionen 9, sind im folgenden zusammengestellt: 


9% = sind 

9, = sin 29 

5. = sin 36— 4 sind 

9, = sin 40 

® inte 3 — 4 sin d 
5 5 15 

9, = sin69 — 2 sin 29 


ER 401 — 100 Y15 .. 471 — 100 Y15 .. 
9 = sin 9 — 147 - sin59d + 3 Gin 30 


BR 2 u a sin 9 





9 = sin 80. 


Für die entsprechenden x, Funktionen verweisen wir auf die Tafel der x, im vor- 
angehenden Beispiel. Wir brauchen dort nur 9, statt 9, zu lesen und die Faktoren 2" 
auf der rechten Seite wegzulassen. 


Die zwischen 0 und 7 liegenden Nullstellen der ersten zehn trigonometrischen 


Polynome 9, sind in der folgenden Tafel enthalten; zum Vergleiche sind dabei auch die 
Nullstellen von sin(n + 1)® angegeben. Die immer vorhandene Nullstelle 0 ist nicht 


mit aufgeführt. 
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Nullstellen (im Gradmaß) von 


r | [7 





f} | 5 7 
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Schließlich wollen wir noch ein drittes Beispiel zur Cauchyschen Methode geben: 
Grundfunktionen: u, = cos(n + 1)9, 
Interpolationsstellen: OS # <a. 
Die Funktionen g,(®#) haben die Gestalt 
9, = cosln +41)8B +c,coan® + ---+ c,c08#. 
Ähnlich wie im ersten Beispiel lassen sich folgende Eigenschaften beweisen: 
1) ur — 9) = (19,9); 
2) die Bedingungen, aus denen 9, berechnet werden kann, lauten daher für die 
Funktionen mit geradem Index 
Re 
Ssg(9u) Yan dd =0 für h<n; 
0 
3) daraus ergibt sich 
Pal) = Pu(29) 
als Rekursionsformel zur Berechnung der Funktionen mit ungeradem Index. 
Auf Grund dieser Eigenschaften können die Funktionen 9,, leicht aus den Funk- 
tionen g3, des vorhergehenden Beispiels bestimmt werden, für die übrigens ähnliche 
Beziehungen gelten. Es ist 
Panl®) = cos(2n + 1)8 + ce, cos(An +1)8 + cs cos(an —3)# +: -- 
und in Verbindung mit der Eigenschaft 2) folgt 
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Fu = ulE 9). 
Die Funktionen mit ungeradem Index ergeben sich daraus nach 3). Also ist 
9 = 0089 
d, = 00829 
5, = 00839 + 5 co8® 
9, = 00849 


= 0859 + 500630 — 2.0008 


Y; = 00869 +3 008 29 


as 401 —100y15 471 — 10015 
p = 00878 + a he c0859 + urn cu 


20015 —417 


2505 cos d 


0839 + 





9 = 00889 
Die Funktionen x, und die Nullstellen können auch ohne weiteres übertragen werden. 


& 5. Ein Interpolationsverfahren von P. L. Tschebyscheft. 


In der Abhandlung *) beschreibt Tschebyscheff zwei Interpolationsmethoden, die 
im Falle einer großen Anzahl von Interpolationsstellen einfacher zu handhaben sind 
als die Methode der kleinsten Quadrate. Während das erste dieser beiden Verfahren noch 
vom Grade des Näherungspolynoms abhängt, ist das zweite davon unabhängig. Unsere 
Betrachtungen beziehen sich nur auf das zweite Tschebyscheffsche Verfahren. Tscheby- 
scheff hat sein Verfahren für Annäherung durch gewöhnliche Polynome entwickelt. 
H. Bruns!) hat wohl zuerst hervorgehoben, daß dieses Verfahren besser für trigono- 
metrische Polynome geeignet ist. 

Es ist bequemer, das Tschebyscheffsche Verfahren in zwei Fälle aufzuspalten, näm- 
lich in Annäherung durch cos-Polynome und Annäherung durch sin-Polynome, ent- 
sprechend der Zerlegung einer Funktion f(z) in die Summe aus einer geraden und einer 
ungeraden Funktion: 





In diesem und in den folgenden Paragraphen soll deshalb /,(z) eine gegebene gerade, 
f(x) eine gegebene ungerade Funktion bezeichnen und zwar mit der Periode 2x, d.h. 
es gelten folgende Voraussetzungen: 


fl + 2) = fı(z) bzw. f(x + 27) = fı(2) 
fıl— 2) = fıla) bzw. fl— 2) = —fıl2). 
Außerdem sollen beide Funktionen im Riemannschen Sinne integrierbar sein und stets 
so normiert sein, daß der Fourierkoeffizient a, verschwindet, d.h. daß 


‚Fmaraz = 0. 


Die zu bestimmenden Näherungsfunktionen schreiben wir in der Gestalt 
(45) Plz) = AM cosx + AM cos22+:--+AMcosnz, 
P$X\z) = Bi sinz + BW@sin?2r+.-- + B® sinne. 
Bei den Interpolationsstellen betrachten wir mit Tschebyscheff nur den Grenzfall, 
daß die Interpolationsstellen ein ganzes Intervall ausfüllen: 


0stsa. 
Journal für Mathematik. Bd. 186. Heft 1. 
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Der Annäherung durch cos-Polynome und der durch sin-Polynome entsprechen die 
folgenden beiden Systeme von Grundfunktionen und Multiplikatoren: 
ul) — coshz, u® = sinhz, 
d) = y sg(cos hz), WR) = + sg(sin hz), 
h=1,2,3,... 


Die Tschebyscheffsche Methode ist also nahe mit der Cauchyschen verwandt. Sie hat 
aber den Vorteil, daß die Funktionen der zugehörigen Biorthogonalsysteme 
wi und gW,z 


explizit angegeben werden können. 
Zunächst stellen wir die Normalgleichungen auf. Dazu brauchen wir die Werte 


von 
(Wu) bzw. (Wu). 


Wir gehen aus von folgenden Fourierreihen 
1 2 1 1 
7 »g(cosz) = (cos x — 3 008 32 - 5 608 57 —-- ) 
1 ; 2 [. u” > 
7 sg(sin.z) = - (sin z+ 7 sin 32 + 5 sin 5z ++: ). 
Hieraus folgt 
1 „gloos ka) = PR Er i 1 “ 608 (29 +1)hz 


sg(sin hz) = PT +1 sin(2g + 1)hx. 
Demnach ist 
3 (—1y u 
(vuD) = f 3 sg(cos hz) cos kx dx ( +1 nu See 
0 


y sonst; 


falls k = (29 + 1)h 


n 


Au) = fi sg(sin hz) sinkzde =!2%g +1 7 1 


0 0 sonst. 


Die Normalgleichungen lauten also, wenn wir die Näherungspolynome in der Form (45) 
annehmen, 


1 1 
sin + 


Aw — 5 AW—... = f 3 sg(cos hz) f,(z) dx 
0 


BP + — 3 BR + ++ BO +... -[3 sg(sin hx) fs(z) dr 


0 
ERTE WERE N 
Dabei ist Af? bzw. B®=0, wenn k>n. 


Um diese Normalgleichungen bequem auflösen zu können, führen wir folgende 
zahlentheoretische Hilfsfunktionen ein: 
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ws 0 für gerades n 
“ MT (1% fürn= +1; 
Gin 0 für gerades n 
Ya) 7 | 4 für ungerades n. 


Wir benötigen folgende Eigenschaften dieser Funktionen: 
(47) yıla)yı(b) = yılab), Yala)yalb) = Yalab), 
(48) [yıln)]? = yaln). 

Ferner kürzen wir ab: 


n 


U- f 5 sg(c0s ha)fı(z)da= (Pf), 


0 


er f 3. sglein ha)fıla)dz = (WPY,) 


Dann lauten die re 
(49) ] Aw — 
> 


[4] 


(50) 2, N =v, =) 


[z] bedeutet wie üblich die größte ganze Zahl < x. 

Zur Auflösung der Normalgleichungssysteme (49) und (50) ist es zweckmäßig, die 
aus der Zahlentheorie bekannte Möbiussche Funktion u(n) zu verwenden. Bekanntlich 
ist insbesondere 

(51) u(n) = (— 1)", wenn n ein Produkt aus qg verschiedenen Primzahlen 


und 
1 fürn =1 
zu = F fürn>i, 
wo über alle Teiler d von n zu summieren ist. Die Auflösung der Normalgleichungen 
geschieht nun so: 


Er 
k)yılk k)yy(k 
z ul Ip Um . zZ? Ip (zZ - A) wegen (49), 
” zn Aß (Zuk) mit i = jk und wegen (47), 





= AW wegen (51). 
Eine ganz ähnliche Rechnung gibt 


[4] 
2 u Yu = B® 


Wir fassen zusammen: 
Das Verfahren von Tschebyscheff ordnet einer geraden Funktion f,(xz) mit der Periode 


2n und mit der Eigenschaft 


*1) Die hier und in den folgenden Gleichungen auftretenden unteren Indizes sind als Produkte, nicht als 


Doppel- oder mehrfache Indizes aufzufassen. 
6* 
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S hla)dz = 0 


die cos- Polynome 
Piz) = Z AM coshr 
mit den Koeffizienten 


[5] 
An = . uikyyılk) 


zu, wobei mit Hilfe der gegebenen Funktion f(x) die folgenden Integrale berechnet werden 
müssen: 


U, - [3 sg(cos hz) f‚(z)dx kA 1,2,..,.8) 


Einer ungeraden Funktion /,(x) mit der Periode 2n werden durch das Tschebyschefjsche 
Verfahren die sin- Polynome 


Pi»(z) = & Bi” sin hz 
mit den Koeffizienten 


[3%] 
Bio — z u(k) ai Var 


zugeordnet, wobei folgende Integrale berechnet werden müssen: 


Yy,= f = sg(sin hz) f,(z) dx (h 


Schließlich ordnen wir noch die Näherungspolynome nach den Größen U, bzw. V;: 
> EUR Yılk) 
PeX\(z) = PP ar: zig U„coshz 


& k)yılk) 3 
= U uk) yılk) cos + x. 
Analog 


Mn Fi ulk)yalk) - i 
PeXx) = & 473 since 
Daraus kann man die gesuchten Biorthogonalsysteme ohne weiteres ablesen: 


yz) = z u(k) zen “es : se 
- (n=1,2,3,... 


202) = 3 sgloos nz) 


EEE in = 


2 (n=1,2,3,...). 
(2) und ; sg(sin nz) | 
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Die ersten 9-Funktionen sehen daher so aus: 
y = co8x g® = sin x 
gl) — cos 2x pP = sin 2r 


yP = co83r + 3 co8 x po = sin 3x 3 sin x 


gi) = cos Ar go = sin Ar 


gl) = 000 52 — #006 z Deine — ein z 


N = co86x + 5.008 27 eo = sin 6x — sin 227 


5 


gm = c0087r + 7.008 x gm = sin 7x _r sin x 
gl) — cos 8x Y = sin 8r 


D = 0089 + 5 c08 3x o@ = sin 9x 3 sin 3x 


g) = cos 10x — 3 cos 2x er = sin 102 — F sin 2x. 


$ 6. Das Verfahren von Fischer-Hinnen. 


Die Methode zur schnellen Bestimmung harmonischer Wellen von Fischer-Hinnen 
ist gleichfalls ein Sonderfall unseres Verfahrens. Zur bequemen Darstellung des Ver- 
fahrens zerlegen wir es wie im Beispiel von Tschebyscheff in zwei Teile: Anhäherung 
durch cos-Polynome und Annäherung durch sin-Polynome. 


Es bezeichne also wie in $ 5 


fi eine gerade Funktion \ ö 
fs eine ungerade Funktion | von der Periode 2n. 


Und damit nur reine cos-Polynome auftreten, setzen wir auch hier voraus, daß 


Sniayaa =(. 


Der Unterschied gegenüber dem Tschebyscheffschen Verfahren besteht nun darin, 
daß als Interpolationsstellen nur die Punkte in Frage kommen, die mit x kommen- 
M surabel sind, also die Stellen 


= 7” (p, qganz), 


und daß die Multiplikatoren die folgende Gestalt haben: 


1 Inv 
wi ee 


0 sonst 


Die Grundfunktionen bleiben dieselben. Aber bei der Bildung der (v,u,) muß jetzt 
summiert statt integriert werden. 
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Wir verwenden folgende Abkürzungen: 
ı Fu 
(62) A-7231) 


(53) cc; +21 (2; + 7) 


Die Polynome P (z) und P{”(z) haben dieselbe Gestalt wie in $ 5, auch die Funk- 
tion y,(n) hat die gleiche Bedeutung. 
Zur Aufstellung der Normalgleichungen sind folgende Hilfsrechnungen nötig: 
= 2nv 


(Wut) = %& cosk = 1, falls m ganz, 


Zrık 


1-1, 
3 ji = 0, falls # nicht ganz. 


1 


» falls E ganz, 


ar Prag 4 k 
en (e . ) = 0, falls 5- nicht ganz. 


=Uu 
Die Normalgleichungen lauten daher 
[4] 
(54) AR=R, 


=1 
sans [3] 
(55) yılk) BR = 5, 
=1 
Die Auflösung dieser Normalgleichungen geschieht mit Hilfe der Möbiusschen 
Funktion wie in $5. Man findet: 
Das Verfahren von Fischer-Hinnen ordnet einer geraden Funktion f(x) mit der Period 
2r und mit der Eigenschaft 


Shiaydz ui 


die cos- Polynome 
P®(z) = Zap cos hx 


mit den Koeffizienten 
[4] 
AP= 7 uk) Au 


zu, wobei aus den bekannten Funktionswerten nur die folgenden arithmetischen Mittel zu 


bilden. sind: 
n=4 3 hl) (h=1,2.....n 
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Einer geraden Funktion f(x) mit der Periode 2n werden dagegen die sin- Polynome 
Plz) = P; Bi sin hx 
mit den Koeffizienten 
[5] 
BY = ulk)yılk) Su 


=1 


zugeordnet, wobei folgende arithmetische Mittel berechnet werden müssen: 
19,[2 , %a 
m HZ hlar + er) k=1,2...n). 


Die Funktionen der zugehörigen Biorthogonalsysteme findet man auch hier durch 
Umordnen der Näherungspolynome nach den Größen AR, bzw. S;: 


(2) = £ u(k) cos E35 xx) = MW) 


Ha) = Zulk)yılk) sin —- 2, 22) = ı. 
kin 
Die ersten zehn 9-Funktionen lauten daher: 


gg) = co8 x M =sinz 

y = 008 2r — cos x 9% = sin 2r 

g® — 00832 — cos x y2 = sin 3z + sin x 
y = cos Ar — cos 2r pP = sin 4x 

WM = co85r — cos x % = sindz — sin z 
g) = 008 6x — cos 3r Yp = sin 6z + sin 2z 
gl) — 008 7x — cos x pP) = sin 7z + sin x 
Y = 008 8x — cos 4x ge = sin 8x 

gl) — 00892 — cos3r y = sin 9x + sin 3x 
ge = 00810 z—cos5r — cos2r +cosz „Ü) = sin 10x — sin 2x 


Die Nullstellen dieser Polynome sind im allgemeinen nicht alle reell. So hat z.B. 
oW = cos 102 — cos 5x — cos 22 + cos x 
im Intervall 0 < x < 2x nur 16 reelle Nullstellen und 
9® — sin 15x + sin 5r — sin 3x — sin x 
im gleichen Intervall nur 22 reelle Nullstellen. 


8 7. Das Verfahren von H. Bruns. 


Wie wir in $5 und $ 6 gesehen haben, verläuft die Auflösung der Normalgleichungen 
bei der Tschebyscheffschen Methode ebenso einfach wie bei dem Verfahren von Fischer- 
Hinnen. Für die Beurteilung der praktischen Brauchbarkeit sind demnach nur die Aus- 
drücke U,, V, bzw. AR,, S, maßgebend. Die Berechnung der Zahlen AR, und S, 
verlangt nur Additionen. Die Berechnung der Integrale U, und V, bei der 
Tschebyscheffschen Methode verlangt schon mehr Rechenarbeit. H. Bruns!!) hat 
nun eine andere Anordnung des Tschebyscheffschen Verfahrens vorgeschlagen, bei der 
die Integrale schließlich durch Summen ersetzt werden. Der Gedanke von Bruns besteht 
darin, die Integrationen auf die Näherungsfunktionen P((z) und Pf(z) abzuschieben 
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und zwar dadurch, daß man zunächst die Ableitungen der gegebenen Funktion durch 
trigonometrische Polynome nach der Tschebyscheffschen Methode annähert. 

Um dieses abgeänderte Verfahren durchzuführen, setzen wir die gegebenen Funk- 
tionen f,(z) und f,(z) als wenigstens stückweise differenzierbar voraus. Dann ist fz(2) 
eine gerade Funktion und fj(z) eine ungerade Funktion. Die Nebenbedingung für den 
Fourierkoeffizienten a, lautet jetzt 


„Sraaz = hm) — 10) = 0. 


Diese Bedingung ist für stetige ungerade Funktionen f,(z) von selbst erfüllt. Die 
folgenden Betrachtungen gelten aber auch für Funktionen, die nur stückweise stetig sind, 
Wir nehmen aber an, daß die Funktionen an jeder Stelle von rechts und von links stetig 
sind und daß an einer Unstetigkeitsstelle x der Funktionswert f(x) gegeben ist durch 


Dann ist für eine ungerade Funktion fa(z) = 


fa(0) = fl) = 0. 
Im übrigen behalten wir die in 3 5 eingeführten Bezeichnungen bei und wenden 
das Verfahren von Tschebyscheff auf f(x) bzw. auf f(x) an. Es ist 





U,(f) = | n sg(cos hz) fa(x) dx = + f sg(cos hz) felx)dr. 


Die Zeichenwechsel von sg(coshz) liegen bei 
nn , m 
=a+7 (=0,1,2,...). 
Daher ist 
’ N 2h—2 . ” ’ 
4U,(f,) 5 Jılz)dx + 2 (— uf fela)dz +S Ka)dr 
= Il) + 3, Nrrlialeu) Ale] —Tlzı) 
3-1 
. 22 Fuge Yrfalz,)- 


Diese Summe läßt sich weiter vereinfachen, wenn man über die geraden und i 
die ungeraden » getrennt summiert: 
h—1 


u) = 3: hat” 3 re). 


Setzt man in der zweiten Summe auf der rechten Seite dieser Gleichung »=h—1— 


so ergibt sich 
Zul +7) --Zıatr) 


weil /„(z) nach Voraussetzung eine ungerade Funktion mit der Periode 2x ist. 
Infolgedessen ist 


h—1 
2 
u) = hl +). 
Durch Vergleich mit der Formel (53) des $ 6 erhält man die Beziehung 
(56) Ulf) = hSılf). 
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Für die ungerade Funktion fi(z) gilt 


n 27 
vl) = ; 5 2g(sin ha) fla)dr — 1 f sg(sin hz) fi(2)dz 
rn 


-7 1 Fr J Kz)dz 


15 


48) u) 
1 2ı—1 


- 2 (WAR) weil har) = AO). 


Folglich ist, wenn wir wieder die Summation nach geraden und nach ungeraden » trennen, 


Yılfı) = Pen 5 =) - sn) 
k—1 


= Ralf gemäß (52). 


Die abgeänderte Tschebyscheffsche Methode geht also nicht von den Integralen 
U, und V, aus, sondern von den Summen 


Sf) = + Ulh) = 3 Hl) 


= =) (A ]. 


Dementsprechend ziehen wir bei der Aufstellung der Normalgleichungen auch die Ab- 
leitungen der Näherungsfunktionen heran: 


dp(" ° 
Tr = u sin hx 


d pP n 
= hBi” cos hx. 
dx a 


Durch sinngemäße re von (49) und (50) erhält man die Normalgleichungen 


bzw. 


[5 
1. vn Bp = Zw Bi) 


“U. 
T,=-—-- — khAw)— k) AU k=1,2,...,R). 
h Rh Pr ( ) — N” yal ) kh ( = ’ ) 
Von den Normalgleichungen aus gesehen besteht also der Unterschied zwischen 
dem Brunschen und dem Fischer-Hinnenschen Verfahren darin, daß die in den Formeln des 
ersteren Verfahrens auftretende Funktion y,(k) bei dem Verfahren von Fischer-Hinnen 
für alle k durch 1 ersetzt wird. 
Die Auflösung der Normalgleichungen geschieht auch hier mit Hilfe der Möbius- 
schen Funktion. Man findet: 
Durch Anwendung des Brunsschen Verfahrens werden einer geraden Funktion f,(z) 
der Periode 2n und mit der Eigenschaft 
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S fı(2)dz = 0 


die cos- Polynome 
PP = 2 A cos hz 
mit den Koeffizienten 
[3] 
AP = > ulk)yalk) Tun 


=1ı 


zugeordnet, wobei 
nA FE] a-in..m 


Bei ungeraden Funktionen ist diese Methode mit der von Fischer-Hinnen identise 
Für gerade Funktionen f,(z) mit der weiteren Symmetrieeigenschaft 
hir + 2) = —fı(2) 
stimmen ebenfalls das Brunssche und 'das Fischer-Hinnensche Verfahren überein. Der 
dann ist 


nn A Zul) A Fufer 


-43 47) 


DH HER BUNG 


1 h-1 vn 1 h-1 pn: 
htm) =. 
Für den Fall gerader Funktionen lautet das Biorthogonalsystem beim Brunssche 
Verfahren: 


yAz) = Pr ak) yılk) cos z, XMz) = vu, 
Die ersten zehn 9-Funktionen lauten: 


c08 32 — 008 X 
0) — cos 4r 
po) = cos 5r — cosz 
Yi) = c08 6x — cos 2r 
po) — 00872 — cos x 
pp = cos 8x 
Y) = 008 9x — cos 3x 

MD = cos 10x — cos 2x. 


Bei ungeraden Funktionen stimmt das Biorthogonalsystem mit dem überein, 


aus dem Fischer-Hinnenschen Verfahren hervorgeht. 
148 
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II. Teil. 
Über die Güte der Annäherung. 


& 1.Der mittlere Fehler bei dor Tschebyscheffsehen und bei der Cauchyschen Methode. 


In dieser Nummer wollen wir die Interpolationsverfahren von P. L. Tschebyscheff 
und von A. Cauchy mit der Interpolation nach der Methode der kleinsten Quadrate ver- 
gleichen. Als Maß wählen wir, wie in der Einleitung hervorgehoben, den mittleren 
Fehler. Wir nehmen also an, daß f(z) im Intervall O<z<sr überall den mittleren 
Fehler « hat und wir betrachten Näherungspolynome von der Form 

P,(z) = A,sinz + A,sin?2r +--- + A,sinnz. 
Ist K,(t, x) der zugehörige Kern, dann ist der mittlere Fehler von P,(z) gegeben durch 


„Vi. z)]?dt. 
Wir betrachten der Reihenach die Methode der kleinsten Quadrate (G), die von 
Tschebyscheff (T) und die von Cauchy (C). Als Grundfunktionen haben wir in allen 


drei Fällen 
u. = sin(n + 1)z. 


Die Multiplikatoren sind 

im Falle G: v„ = sin(n + 1)z, 

im Falle T: v, = sgl[sin(n + 1)z], 

im Falle C: v, = sg[9,(2)]- 
Die Funktionen des Biorthogonalsystems sind im Fall C auf Seite 39, im Falle T auf 
Seite 44 zusammengestellt. Im Falle G erhält man einfach 


aa y: sin(n Ez 1)z. 


Mit Hilfe dieser Funktionen können die Kerne 
K,tt, x) a Xolt) Yo x) + Xılt) 91(2) + ...+ X«(t) Y9u() 
gebildet werden und daraus läßt sich dann 


H,= f [K,tt, z) dt 
0 
bestimmen. Im Falle G ergibt sich 
H,„(G) - I [in +1) — co82z — cos4r — - - - — cos(2n + 2)z]. 


Dieser Ausdruck ist das Minimum für alle Interpolationsverfahren mit den Grundfunk- 
tionen u, = sin(n + 1)z und den Interpolationsstellen 0 St <a. 
Die entsprechenden Ausdrücke für die Fälle T und C haben die Gestalt 


H,= zen — Cn1 608 2T — Cm 60842 —- * - — Cnu41 6082 + 2)2]. 
Die Koeffizienten c,, sind in den beiden folgenden Tabellen enthalten: 


8 


? 





B833 
so» 


. 


I 
ZEITER 


“ 


2 
[=}} 
88 


181 
ar 
ee ie 


S)O9TPODMOIS 


nm 
ET 
58 
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„(C) 





SERBEFSS E 


u) 


soumuweo|3» 
Sooocoo>r» 


- 


0,629 1.032 


Man sieht daraus, daß die Funktionen HG), H,(T) und H,„(C) nur sehr wenig 
voneinander abweichen. 

Um ein besseres Bild von der Größe der Abweichungen zu erhalten, wollen wir 
nicht die Funktionen H, selbst untersuchen, sondern nur ihr arithmetisches Mittel im 
Intervall Os x sa, d.h. die Zahlen 


+3. Falle G 
Au -1 fan, 
5 w im Falle T und G. 


. Sie sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt: 


h.(G) 


0,318 
0,637 
0,954 
1,273 
1,592 
1,910 
2,228 
2,546 





n 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 


Man sieht, daß die Methode von Cauchy nur ganz wenig schlechter ist als die 
Methode von Tschebyscheff. 


Für den mittleren Fehler kommen nun nicht die h, selbst in Frage, sondern deren 
Wurzeln. 


Wir stellen daher in der folgenden Tabelle die absoluten und relativen Abweichungen 
der mittleren Fehler der Tschebyscheffschen und der Cauchyschen Methode zusammen. 


A(T) A(C) 
= Yh,(T) — Vh(G)| =. Yh,(C) —Yh.(G) 








SOUAOD»O 
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Die relative Abweichung des mittleren Fehlers beträgt also sowohl bei der Tscheby- 
scheffschen wie auch bei der Cauchyschen Methode für kleine n höchstens 12 Prozent, 
eine Abweichung, die wohl in vielen Fällen nicht ins Gewicht fällt. 

P. Harzer?) fand für die Fehler bei der Tschebyscheffschen Methode und die bei 
der Methode der kleinsten Quadrate das Verhältnis 9:8, was also mit unseren Ergebnissen 
gut übereinstimmt. 


$ 2. Ein Beispiel zur Cauchyschen Interpolationsmethode. 


Der für die Bestimmung der mittleren Abweichung der Näherungsfunktion P,(z) 
von f(z) zu bildende Ausdruck 


ZIP) —/O]® baw. [LPs — 0 ]rat 


kann bei der Interpolation nach der Methode der kleinsten Quadrate leicht allgemein 
berechnet werden. In diesem Falle ist nämlich 


P.(2) = (Yo) ylz) + (FM yılz) + + (Pf) Yal2), 
wenn man das Orthogonalsystem 9,, 9,, - . . zugrunde legt. Folglich ist unter Benutzung 
der Orthogonalitätsbeziehungen, wenn die Abweichung L(z) = P,(z) — j(z) gesetzt wird: 


(LL) =M — Zimf®. 

Geht man von der Näherungsfunktion ?, zu der nächsten P,„,, über, so nimmt 
dieser Ausdruck um (9,;,/)? ab. Bei der Methode der kleinsten Quadrate nimmt also 
die mittlere Abweichung mit wachsendem n niemals zu. 

Diese Eigenschaft brauchen aber andere Interpolationsmethoden nicht zu be- 
sitzen. H. Seeliger hat für die Cauchysche Methode ein Beispiel gegeben, bei welchem 
die mittlere Abweichung tatsächlich zunimmt. Wir wollen dieses Beispiel hier etwas aus- 


führlicher untersuchen. Es lautet: Von den Interpolationsstellen t, sind die Funktions- 
werte f(t,) durch folgende Tabelle gegeben: 


k 





DR IN tn WI rn 


Die Funktion f(z) soll durch gewöhnliche Polynome näherungsweise dargestellt 
werden. Seeliger hat diese Annäherung bis zu einem Polynom 2. Grades nach der 
Cauchyschen Methode ausgerechnet und dabei gefunden, daß die Ausdrücke (LL) am 
Anfang zunehmen, d.h. wenn man diese Zahlen als Maß für die Güte der Annäherung 
benützt, so folgt daraus, daß /(z) durch das Polynom 0. Grades besser dargestellt wird 
als durch die Polynome 1. und 2. Grades. Es dürfte aber nicht richtig sein, ein Urteil 


”)Pp. Über eine H Tschebyscheff angegebene Interpolationsformel, Astronomische 
Nachrichten 118 (1886), 8.887 aggsrugg En 
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über den Wert des Cauchyschen Verfahrens allein aus dem Zunehmen der Zahlen (ZZ) 
zu fällen. Wenn, wie wir es auch getan haben, die Methode der kleinsten Quadrate als 
die beste angesehen wird, dann muß man zur Beurteilung der Cauchyschen Methode 
nicht die Zahlen (ZZ) für sich allein betrachten, sondern man muß prüfen, in welchem 
Verhältnis die mittlere Abweichung 

(ZZ) 

N 
bei der Cauchyschen Methode zu der bei der Methode der kleinsten Quadrate steht. So 
haben wir es ja schon in der vorigen Nummer mit den mittleren Fehlern gemacht und 
dabei gefunden, daß der letztere bei der Cauchyschen Methode um höchstens 12 Prozent 
größer ist als bei der Methode der kleinsten Quadrate. Es wird sich zeigen, daß das 


selbe auch für die mittlere Abweichung gilt, so daß, wenn keine große Genauigkeit ver- 


langt wird, das Cauchysche Verfahren durchaus an die Stelle der Methode der kleinsten 
Quadrate treten kann. 

Seeliger hat ferner übersehen, daß es wichtig ist, den Grad der Annäherung den 
vorliegenden Funktionswerten anzupassen. Die von ihm behandelte Funktion f(z) hat, 
wie man leicht sieht, mindestens zwei Maxima und zwei Minima. Es ist also von vorn- 
herein nicht zu erwarten, daß ein Polynom 2. Grades eine gute Annäherung liefern wird. 
Wir wollen nun die Rechnung bis zu einem Polynom 5. Grades weitertreiben, von dem 
man wohl erst eine befriedigende Annäherung wird erhoffen können. 

Die Annäherung durch Polynome bis zum 5. Grad lautet bei der Cauchyschen 
Methode: 

f{z) = 3,187 + 1,550(2 — 0,607) 

— 0,426(2? — 0,9162 — 1,999) 

— 1,727(2? — 1,3812? — 2,447 + 1,679) 

— 0,505(2° — 1,6422? — 3,8122? + 4,1772 + 1,731) 

+ 0,791(25 — 1,8872 — 4,3362? + 5,9512? + 3,4432 — 1,287). 
Dabei stehen in den Klammern die 9-Funktionen des Biorthogonalsystems. Die ersten 
Näherungfsunktionen sind demnach 

P, = 3,187 

P, = 2,246 + 1,5502 

P, = 3,098 + 1,940x — 0,4262? 

P, = 0,198 + 6,1662 + 1,9592? — 1,7272? 

P, = — 0,676 + 4,0572 + 3,8842? — 0,8982? — 0,505.x* 

P, = — 1,694 + 6,7802 + 8,5912? — 4,3287? — 1,9982* + 0,791.2°. 

Die Methode der kleinsten Quadrate liefert dagegen: 

f(x) = 3,187 + 0,707(x2 — 0,607) 
— 0,066( 2? — 0,8162 — 2,060) 
— 1,126(2° — 1,1132° — 3,1742 + 1,436, 
— 0,445(2* — 1,4972? — 4,2162? + 3,8512 + 2,477) 
+ 0,782(25 — 1,8402* — 5,0552? + 6,8022? + 5,4472 — 2,795) 


P, = 3,187 

P, = 2,758 + 0,707x 

P, = 2,894 + 0,7612 — 0,066? 

P, = 1,277 + 4,3352 + 1,1872? — 1,1262? 

P, = 0,175 + 2,621x + 3,0632? — 0,4602? — 0,4452* 

P, = — 2,011 + 6,8812 + 8,3822? — 4,4132? — 1,884x* + 0,7822°. 





Zunal 
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Die Zahlen (ZL) nach der Annäherung durch ein Polynom n-ten Grades lauten 
beim Verfahren von CGauchy (C) und bei der Methode der kleinsten Quadrate (G): 


n (LL)« 


195,21 
181,00 
180,84 
108,94 
93,78 
34,92 


Bei der Methode von Cauchy nehmen also die Zahlen (ZZ) zunächst zu, aber diese 
Zunahme ist doch relativ klein, während bei der Methode der kleinsten Quadrate auch 
| die Abnahme nur sehr langsam vor sich geht. Man erkennt weiter, daß bei Annäherung 
durch Polynome 3. Grades bei beiden Methoden eine starke Abnahme der Zahlen (ZZ) 
eintritt, die beim Übergang zu Polynomen 5. Grades noch stärker wird. Man sieht daraus, 
daß die Annäherung durch ein Polynom 2. Grades sehr ungünstig ist, wie wir es schon 
aus dem Verlauf der Werte f(t) erwartet hatten. 

Daß die Cauchysche Methode aber nur wenig schlechter ist als die Methode der 


kleinsten Quadrate, erkennt man beim Vergleich der Zahlen Y(ZL), die ja, abgesehen 
von einem konstanten Faktor, das wahre Maß abgeben. Die folgende Tabelle enthält 
neben diesen Zahlen auch ihren absoluten und relativen Unterschied: 


Vie _, 
VIZL)« 











VIZL).: V(ZL)« Y(LL)e —V(LL)« 





13,97 
14,18 
14,43 
11,39 
10,48 

6,22 


Die mittlere Abweichung bei der Cauchyschen Methode ist also nicht einmal 10 Proz. 
größer als bei der Methode der kleinsten Quadrate. In vielen praktischen Fällen wird 
man aber gar keine größere Genauigkeit verlangen können, so daß die Cauchysche 
Methode, trotz des von Seeliger bemerkten Nachteils, als Ersatz für die Methode der 
kleinsten Quadrate durchaus geeignet ist. 





Eingegangen 5. Juli 1941. 





Bemerkungen zur additiven Zahlentheorie. II. 


Eine Modifikation des Dichtebegriffs. 
Von Alfred Stöhr in Berlin. 





s 1. 

Kleine lateinische Buchstaben bedeuten nichtnegative ganze Zahlen, kleine grie- 
chische Buchstaben nichtnegative reelle Zahlen oder (in einigen besonderen Fällen) das 
Symbol ©. Große deutsche Buchstaben bedeuten Mengen nichtnegativer ganzer Zahlen; 
M(x) bedeutet die Anzahl der positiven Zahlen < x aus M.!) 

Für jedes x und für alle A, 8 folge aus Y+B8=€ und 

Alm) Zam, B(m) zZßm für allem mit ism<Sır 
(wo eo ipso 

(1) 0sas1,0sPß si 
ist) die Aussage 

(2) C(2) & o(a, B) x. 

Bekanntlich ist das äquivalent mit der Aussage: Seien a, ß, y resp. die Dichten von 
A,B,€E und sei Y+B=E; dann ist 

(3) v=ola,P). 

Der Buchstabe o sei im folgenden solchen im Bereich (1) definierten Funktionen vor- 
behalten, die die durch (2) beschriebene Eigenschaft besitzen. 

Man kennt?) einige Funktionen o(x, ß), z. B. 

(4) e(&, ß) = min (ul + ß), 1), 
wo u ein geeigneter Zahlfaktor ist. Man darf «u = $ wählen; eine bekannte Vermutung 
lautet, man dürfe sogar 

(6) pet 
wählen. Ferner kann man beweisen, daß 

(6) ea, P)=a+P—ap 
eine zulässige Funktion ist. 


Gelegentiich empfiehlt es sich, an Stelle des üblichen Dichtebegriffes fin 


M(:) 
ur 7 


abgeänderte Dichtebegriffe zu verwenden. Sei p(x) eine Funktion mit 
(7) 92) > 0 für alle >21; 
dann heiße die stets existierende Zahl 
ı) Zu den benutzten Begriffen der additiven Zahlentheorie (Dichte, Summe u. dgl.) vgl. H. Rohrbach, Jber. 


DMV 48 (1989), 199236. 
2) Vgl. H. Rohrbach, a. a. 0. ?). 
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(8) 
die ep(x)-Diehte der Zahlmenge M. In der Theorie der Basen A-ter Ordnung interes- 
5 


sieren beispielsweise die Yx-Dichten der Basen®). — Für p(z) = x geht (8) in die Dichte 
von M über. 

Ferner sei y(z) eine Funktion mit 

(9) j y(z) > 0 für alle x >14, 


dann heiße 


._ M(z) 
10) u ya) 


die p(x)-Dichte der Zahlmenge M im Großen. Es empfiehlt sich, für (10) auch den 
Wert oo zuzulassen; dann existiert (10) immer und ist entweder eine nichtnegative reelle 
Zahl oder das Symbol oo. 


82. 
y(x) sei eine Funktion mit (7) und der Eigenschaft: 


(14)  pla)z nimmt für z>1 uneigentlich monoton ab. 
Dann ist also für 2>1 

(12) 0 <pa)jz Ss pl). 
Durch 

(13) d- im el& Az)/z, BAlz)lz) 





z=1,2.... Alz)/ T 
wird jeder zulässigen Funktion o eine im Bereich 
(14) 0sasipl), OSBSi/gli) 


definierte Funktion x(&, #) zugeordnet. (Im Spezialfall 9(z) = z erhält man offenbar 
ı(&, 8) = o(&, 8).) Der Buchstabe r bezeichnet im folgenden stets Funktionen, die durch 
(13) definiert sind. 

Hilfssatz 1. Die Voraussetzungen (7), (11) seien erfült. Essi A+B8=€, r 21, 
und für 


(15) 1sm<sı 


(16) A(m) Z &p(m), 
(17) B(m) > Bp(m). 
Dann ist 
(18) C(2) > ı(a, B) Az). 
Beweis. Aus (15), (16), (11) folgt 
| A(m) > &p(m) = (&p(m)/m)m > («p(z)/z)m; 
ebenso ist 
B(m) > (Bp(z)/z)m. 
Mit « = &p(z)/(z), ß = Bpl(z)/z sind nun die Voraussetzungen dafür erfüllt, daß nach (2) 


®) Vgl. z.B. A. Stöhr, Math. Zeitschr. 47 (1942), 778787. 
Journal für Mathematik. Bd. 185. Heft 1. 
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u. &p(a)/z, Byla)/z 
Ce) 2 ola, Az = dapla)ız, Antaya)a EHE FE) u.) 
ist. Daraus una aus (13) folgt die Behauptung (18). 
Satz 1. Die Voraussetzungen (7), (11) seien erfüllt. Essi Y+B=E€. Die o(2)- 
Dichten von U,®,€ seien resp. &, B,y. Dann gilt (als Analogon von (3)) 
(19) 2 ua, P). 
Beweis. Folgt unmittelbar aus Hilfssatz 1. 
Beispiel von Funktionen 9(x): Die in Satz 1 gemachten Voraussetzungen (7), (11) 
werden von p(z) = 2° (® eine feste Zahl mit Os # s 1) erfüllt. 
Beispiele von Funktionen z(«, 3). Die Funktion (4) liefert 
t(a, 8) = min(u(& + 3), 1/1); 
dabei wurde (12), (13) benutzt. Wenn insbesondere die Vermutung (5) richtig ist, so ist 
unter den Voraussetzungen von Satz 1 die Verallgemeinerung dieser Vermutung 
7 Z min(& + B, 1/p(1)) 
ebenfalls richtig. — Die Funktion (6) liefert mit (12), (13) 
Ed fin Fra + Bla — (apla)a) (Örkaa) 
seih... Az)lz 
= fin (&+P —“ßyla)lz) 
e=1,8,... 
=i+B —äßrlt). 
Wir formulieren Hilfssatz 1 unter Benutzung dieser Funktion als besonderen 
Hilfssatz 2. Die Voraussetzungen von Hilfssatz 1 seien erfüllt. Dann ist 








. (20) C(2) 2 (& + B — aBpli)) pe). 


83. 

Satz 2. y(z) sei eine Funktion mit (9) und den weiteren Eigenschaften: Für ein 
passendes nn Z1 güt: 

(21) y(z)/x nimmt für x Zn, uneigentlich monoton ab; 

(22) y(z) = o(z) für > ©. 
Es si1 e U1EB,A+B=E. Die y(xz)-Dichten von A,B, € im Großen seien resp. 
a*, B*,7*. Dann ist 

(23) + >a* + Br. 

Vorbemerkungen. Hinsichtlich des Symbols oo ist (23) so zu verstehen, daß y* = & 
ist, wenn &* oder ß* gleich oo ist; sind &*, 3* endlich, so kann 7* eine Zahl > &* + B* 
oder das Symbol oo sein. — Ohne (22) ist (23) falsch, auch wenn man zusätzlich eine 
Forderung wie &* + B* <y(i) stellt‘). Wie in $ 4 gezeigt werden soll, läßt sich (23) 
für viele y(z) nicht mehr verschärfen. 

Beweis. Wir können uns auf den Fall beschränken, daß &*, ß* beide endlich und 


positiv sind, da sonst (23) trivial ist. Wir setzen 
yıl2) = Yun) fürisısm, 
yılz)= ya) fürn. 


4) Ein Beispiel gibt y(z)= x, Y= ®= Menge aller Zahlen, die entweder =0 oder =1 (mod 5) sind, 
&= fr=4,7*= 4. Vgl. dazu den Bericht von H. Rohrbach, a. a. 0. :), 8.217. 
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Dann folgt aus (21), (22) 
(24) y,(2)/2 nimmt für x > 1 uneigentlich monoton ab; 
(25) yı(lz) = o(z) für 2 — wo. 
Die y,(z)-Dichten sind gleich den y(z)-Dichten: 
lim 
s=18,.. Ei Y2) 
g - Re 
lim = lim —— = f* 
(26) z=1,2.... z=12.... y(2) p ' 
R GM; 
lim _—_ — y# 
sl... rg... 2) 
e sei eine Zahl mit e> 0, e <a*, e <ß*. Nach (26) kann man ein n, so wählen, 
daß die Ungleichungen : 
Al2) > (&* —e)yı(z) für all z>n,, 
B(z) >($* —e)yı(2) für allex>n, 
gleichzeitig gelten. Wegen (25) existiert ferner ein n, so, daß die Ungleichungen 


* 





ng zn. 


(27) (ir al), <a, 
Na 


es, 
(28) Yılnz) < E 
Na 
gleichzeitig gelten. Wir setzen nun 


(29) ala) = Al) , für 1sızsa, 
2 


(30) 92) = yıli) für z2>n.. 


Die Funktion (x) ist dadurch offenbar für x > 1 eindeutig definiert und erfüllt (7). 
Sie erfüllt auch (11), was aus (24), (29), (30) unmittelbar folgt. Ferner ist 


(31) Alz) > (&* —e)p(z) für alle z >41, 
(32) B(x) 2 ($* —e)y(x) für alle z>1. 
Für 1<x<n, ist nämlich wegen 1 € A und (27), (29) 


Aziz Dr rg, 
2 2 


fürn, Sz Sn, ist wegen (24), (29) 
Ad) 2 (a nl N 22 A (arte), 
und für 2 >n, ist wegen (30) 
A(2) > (&* — e) yılz) = (&* — e)p(R). 
32) beweist man ebenso. 


Mit (7), (11), (31), (32), = &* —e, #= ß* —e sind nun die Voraussetzungen 
des Hilfssatzes 2 erfüllt; es ist also nach (20) 


(33) C(2) > ((a* — e) + (B* —e) —(a* — e)(B* — e) AI) pL2). 
8* 
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Wegen (28), (29) ist p(1) S e; wegen (30) kann y(z) für > n, durch y,(z) ersetzt 
werden. Daher folgt aus (33) 
C(2) 2 ((&* — e) + (B* — e) —(a* — e)(d* — ee) yıla) fürn, 
und, unter Heranziehung von (26), 
je= im EI De yH li ar ir — de 
z=1,2.... Yı(z) 

Durch den Grenzübergang e + 0 folgt die Behauptung (23). 

Beispiel. Die in Satz 2 über y(z) gemachten Voraussetzungen (9), (21), (22) werden 
von allen y(z) = z* (® eine feste Zahl mit 0 Ss # <1) erfüllt. 

Satz 3. y(z) sei eine Funktion mit den Eigenschaften 9. „a, (22). u, u... 88 
& seien Zahlmengen, deren ylx)-Dichten im Großen resp. &%,&%,...,&p, re seien. Die 
Mengen U,, U, -- -, U, mögen die Zahl 1 enthalten. Es , +, +: +4U,=E 
Dann ist 


PZartat Hal 
Beweis.. Folgt aus Satz 2 durch vollständige Induktion über k. 


34 


Es sollen Beispiele dafür gegeben werden, daß (23) in vielen Fällen nicht verschärft 
werden kann. 

°[9]* bezeichne die ganze Zahl mit # s [d] <# +1 (also [9 = — [— P)). 

Hilfssatz 3. &(z), n(z), (x) seien für x Z1 definiert. Es sei für alle x 21 

(34) I<ia)sz, 
O<na)sz, 
(35) &(z) und x —&(z) monoton nicht abnehmend, 
n(z) und x — n(z) monoton nicht abnehmend. 
Für zoo sei 
&(z) >00, 
I— &(z) >00, 
(36) n(z) +, 
z— na) +, 
&(z) > oo. 
Dann gibt es Zahlmengen U,B,E mii ce WIEBA+B=E, 
. “a _ . Ma 
x x 
m Me) - in TC 

(38) C(z) <&lz) + n(z) + &(2) für unendlich viele x. 

Beweis. Es werde A(0) = B(0) = , = £&(0) = n(0) = 0 gesetzt. Die Mengen 
und ® werden schrittweise konstruiert; gleichzeitig konstruieren wir eine Zahlfo 
n=0 <z <z <---. 2, sei bereits festgesetzt, und es sei für alle ganzen 
s z, bereits festgesetzt, ob sie zu X bzw. zu ® gehören oder nicht. Die Anzahlfunktion 
A(z,) und B(z,) sind also bereits bekannt; es sei | 


9 Alz) 2 &z), 
B(z) 2 n(z.). 
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Die Ungleichungen 

(40) Az) > Al), 

(241) > B(&), 
(41) a )>1+m —Ald), 
Zr Ma )>1+m — Bir), 

(42) 4) > 2+ 27, — Alz,) — B(z,) 
gelten wegen (36) für alle hinreichend großen Zahlen z,,,. Wir wählen eine feste Zahl 
+, 80, daß alle genannten Ungleichungen gleichzeitig gelten. Wir setzen dann 

(43) y= aa) + — Al), 

= [Na + — B(z,). 

(43) definiert jedenfalls eine ganze Zahl y,; sie erfüllt die Ungleichung 

(44) y <y< Zr 
(also insbesondere y, > 0, womit die Bezeichnung der Größe y, durch einen kleinen 
M lateinischen Buchstaben gerechtfertigt ist). Aus (43), (40) folgt nämlich 

YyZ Hz) + u —Am) > Az)+ nn Aa) 2 
und aus (43), (41) fölgt 
Yy<&zrı) + 1+2, —Ala)< EX) + Frı — (2,1) = Tun 
womit (44) bewiesen ist. Ebenso beweist man 
uU <z, < %+1: 
Wir setzen nun fest: Die Zahlen x 


mit 2, <zS y, gehören zu , 
mit y, <zS 2,,, gehören nicht zu W, 


mit 2, <zSz, gehören zu ®, 
mit.z, <xzS z,,, gehören nicht zu ® 


(insbesondere also füri= 0: 1 € 4, 1 € 8). Dann erhält man für 2, <z = y,unter 
Benutzung von (39) und (35) (bzw. (39) und (34) für i = 0) 
Ad)=Aza)+2— 22) +2—ı 
= 2 — (u —&2)) 22 —(2 —£(2)) = 2). 
Für yy <z<S z,,, erhält man unter Benutzung von (43) und (35) 


Aa) = Aa) + 4 — = KHam))* ee 
so ist für alle z mit , <= S zu, 
(45) A(z) 2 &(2) 
was für z= 2,,,. die Induktionsvoraussetzung (39) mit i+ 1 statt i liefert), und 
außerdem ist 
(46) Az) <a) + 1- 
Setzt man nun diese Konstruktion ins Unendliche fort, so ergibt sich dabei die 
iltigkeit der Ungleichung (45) für alle > 0. Daraus folgt 
._ Az) .„_  Alz) 
u ne 
us der Betrachtung der speziellen Werte z,, 2, . ... und (46), (36) folgt dagegen 
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Zusammen ergeben diese Ungleichungen die Behauptung (37); die entsprechende Be- 
hauptung über ® beweist man ebenso. 

€ definieren wir durch € = 9 +8. Zum Beweis von (38) schätzen wir C(z,;,) ab. 
Sämtliche Zahlen z e Amitz< z,,, erfüllen nach Konstruktion von U die Ungleichung 
z < y,. Ebenso erfüllen alle ze ® mit z<Sx,, die Ungleichung x <Sz,. Da 
E=-A+%B ist, erfüllen folglich alle x €e € mit x <S x,,, die Ungleichung z S y, + 2.. 
Daher ist 

Clay) Sy t 2%- 
Benutzt man nun die Definitionen von %,, 2; sowie (42), so folgt weiter 
Cl) sy +a3= u) + Aa) + ImMaud] + u — Bla) 
< Eu) + zu) + 2 + 2% — Alz,) — B(z,) 
< 21) + Zu) + (u) 

für die unendlich vielen z,, %,, . . . ; damit ist (38) bewiesen. 

Satz 4. &(z) = a*y(x) und n(x) = B*y(z) mögen die Vorausseizungen von Hülfs- 
satz 3 erfüllen. 

(Beispiel. y(xz) = x°, wo # eine feste Zahl mit 0 < # <1;0 <a* s1,0 < B*st.) 
Dann gibt es Zahlmengen A,®B,C mt XA+B=€ und 

(47) fin 

z=1,2,... 
fin 
z=1,2,.. 
ua u) 


Beweis. Die Voraussetzungen bedingen y(z) — oo für £— oo. Wir setzen 


&2) = Vula). 
Die Konstruktion von Hilfssatz 3 liefert Mengen A, 8, € mit 
.. _A(2) A(z) 
fin — = | =1, 
„3. „ie. ryla) 
woraus (47) folgt; die entsprechende Behauptung über B(x) beweist man ebenso. Für 
die Menge € folgt aus (38) für unendlich viele z 
Clz) _ Erz) + Bryla) + VYylO) zu. au 
we) < vie) ae 
und daraus folgt (48). 








Eingegangen 12. August 1941. 


Berichtigungen zu Teil I (dieses Journal 183 (1941), 168-174). 
S. 172, Zeile 27 lies: h, S6 statt: Ah, >26; 
S. 173, Zeile 20 lies: von A—1 Zahlen statt von Zahlen. 





Gegenbeispiel zu einer Frage 
über Basismengen der additiven Zahlentheorie. 


Von Hans-Heinrich Ostmann in Breslau. 


In einer kürzlich erschienenen Arbeit!) braucht Herr A. Stöhr beim Beweis seines 
Satzes 3 die Voraussetzung: 

(4) fin Eu E fin 422 ar ein 124. 

z=1,2,.. In=1 n=12=1,2,.. % 
Hierin bedeutet A,„(x) die Anzahl der positiven Elemente S x der Menge nA und A 
selbst eine Basis h-ter Ordnung. Ist die Voraussetzung (1) für irgendein / > A erfüllt, 
so gilt sie zugleich für jedes > h; es genügt daher = h anzunehmen. Herr Stöhr 
wirft anschließend die Frage auf, ob (1) für jede Basis A der Ordnung h schon von selbst 
erfüllt ist; ein Gegenbeispiel sei ihm nicht bekannt. 

Es erscheint mir nicht ohne Interesse, daß Herr Stöhr durch seıne Untersuchungen 
ebenfalls auf den auf der.linken Seite von (1) stehenden Ausdruck geführt worden ist, 
den ich bei meinen auf ein anderes Ziel gerichteten Untersuchungen ?) eingeführt und 
als sehr zweckmäßig empfunden habe. Man setze 

fin a B; A,(z) = (On 
z=1,2,.. %r=l 
Die Voraussetzung (1) lautet dann 


(2) 


Im folgenden möchte ich das von Herrn Stöhr gesuchte Gegenbeispiel zu (2) geben. 
Ich konstruiere dabei A als Basis dritter Ordnung. Es sei 


A=4,= {0,1,2,3, 10, 11, 17,18,...} 
(dabei bedeute ‚,...‘‘, daß von der Stelle an alle ganzen Zahlen zur Menge gehören). 
Dann ist 
2A = A, = {0,1,2,3, 4, 5, 6, 10, 11, 12, 13, 14, 17, 18,.. .}, 
3A = A, = {0,1,2,...}. 
Weiter ist: 


1) A. Stöhr, Bemerkungen zur additiven Zahlentheorie. I. Mittlere Ordnung, Journ. f..d. reine u. angew. 
Math. 188 (1941), S. 168—174. 

2) H.-H. Ostmann, Über die Dichte der Summe zweier Zahlenmengen, Dtsch. Math. 5 (1940), 8. 177 bis 
212, insbesondere S. 160, Formel (7); ferner: Beweis einer Vermutung über die asymptotische Dichte und 
Verschärfung einer Abschätzung für die Dichte der Summe zweier Zahlenmengen, Dtsch. Math. 6 (1941/42), 
8. 213— 247. 
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& = Min {3,2} = Min {} „Zn 
Bi. 
= Min {9 76] = 
mi 
und 





O4 = 


z=1,2,... 


. Ayla) + Ale) _ un. (9 161 _ 
fin ı . - Min (3,75) =1- 


Somit ist 
%ı E= &g = 


d.h. für diese Menge A ist in der Tat. 


h—1 
0O,_1 = G9> %ı + üg = zZ u: 


Der in Rede stehende Satz 3 von Herrn Stöhr läßt sich nun folgendermaßen for- 
mulieren: 

Es sei A eine Basis von der Ordnung h und der mittleren Ordnung A; dann gilt stets 

(3) A=h—-o,=-1i— oa ,.,I!lzh. 

In dieser Fassung des Satzes werden die Basisordnung und die mittlere Ordnung 
durcheinander ausgedrückt. Aus (3) folgt sofort, daß dann und nur dann A = hist, 
wenn o,_, = 0 ist. Der entsprechende Satz bei Herrn Stöhr ®) lautet zunächst scheinbar 
schärfer, nämlich: Dann und nur dann ist A = h, wenn &;_, = ist. Nach (1) bzw. (2) gilt 
ja doch von vornherein nur , , 2% +%+'-+ %_, 2 %,_, und es kann, wie ja 
gerade das oben angegebene Beispiel zeigt, durchaus das „>“-Zeichen stehen. Nun 
sind aber in diesem Beispiel die entsprechenden Größen o, und «, beide positiv (1 bzw. $); 
aus (3) und dem zuletzt zitierten Satz von Herrn Stöhr zusammen folgt, daß das ‚‚>“"- 
Zeichen niemals dann stehen kann, bzw. daß (1) stets dann von selbst erfüllt ist, wenn 
eine der beiden Seiten von (1) gleich Null ist. Dieses vielleicht zunächst überraschende 
Verhalten findet seine naturgemäße Begründung in der folgenden Formel: 


YShntat tn Son, S(kh—1)a,;, 
wobei nur der letzte Tel eines Beweises bedarf. 
Beweis. Es ist offenbar 


h—1 
Z Al) SD Ada), 


da ja A,_,.(2) ZA,(z) für allen =1,2,....A—4 ist. Nach Division durch z. ergibt 
sich sofort o,_ , S(kh —1)a,_,, was zu zeigen war. Hierdurch und durch das oben an- 
geführte Beispiel scheint mir die von Herrn Stöhr angeschnittene Frage vollständig 
geklärt zu sein. 


®) Satz 5 der unter Fußnote ?) genannten Arbeit. 





Eingegangen 8. Oktober 1941. 
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Abbildungsklassen und Fixpunktklassen 
dreidimensionaler Linsenräume. 


Von Wolfgang Franz aus Frankfurt a. M., z. Zt. in Berlin. 





Die Homotopieklassen, in welche.die eindeutigen stetigen Abbildungen einer Man- 
nigfaltigkeit in eine andere zerfallen, sind nur in wenigen Fällen vollständig übersehbar. 
Im wesentlichen gilt das nur bei den zweidimensioralen Flächen und in dem Falle, daß 
eine der beiden Mannigfaltigkeiten eine Sphäre ist. Im ersten Fall bestimmt der durch 
die Abbildung. vermittelte Homomorphismus der Fundamentalgruppen die Abbildungs- 
klassen, im zweiten Falle entscheidet der Homomorphismus der Homologiegruppen 
über die Abbildungsklasse. Im folgenden werden die Homotopieklassen der eindeutigen 
stetigen Abbildungen dreidimensionaler Linsenräume mit demselben Drehnenner aufein- 
ander vollständig aufgezählt. Die sämtlichen möglichen Homologietypen dieser Abbil- 
dungen sind bereits von M. Rueff [7] aufgestellt worden. Es handelt sich dort um die 
Homomorphismen der eindimensionalen und der dreidimensionalen Homologiegruppen. 
Der letztere wird allein durch den Abbildungsgrad gegeben. Der erstere ist, da in diesem 
Fall die Fundamentalgruppen kommutativ, also mit den eindimensionalen Homologie- 
gruppen identisch sind, zugleich der Homomorphismus der Fundamentalgruppen. Es zeigt 
sich nun, daß der Abbildungsgrad und der Homomorphismus der Fundamentalgruppen 
zur Charakterisierung der Abbildungsklassen bereits ausreichen. Der Beweis benutzt die 
Eigenschaft der Fundamentalgruppe, Deckbewegungsgruppe der universellen Über- 
lagerung zu: sein. Neben einer gegebenen Abbildung zweier Linsenräume aufeinander wird 
die zugehörige „überlagernde Abbildung‘‘ der universellen Überlagerungen und ihre 
Beziehung zur Deckbewegungsgruppe betrachtet. Die allgemeinen vorbereitenden Sätze 
über Spurabbildungen und überlagernde Abbildungen des ersten Abschnittes dürften im 
wesentlichen bekannt sein. Der Beweis des ersten Haupttheorems im folgenden Abschnitt 
stützt sich auf Sätze von H. Hopf [1] über Fortsetzbarkeit von Vektorfeldern auf k- 
dimensionalen Elementen im n-dimensionalen Raum, welche von ihm bei der Unter- 
suchung der Abbildungsklassen von Sphären benutzt wurden. Anschließend werden wie 
bei Rueff die Wertbereiche der gefundenen Invarianten festgestellt und ferner einige 
spezielle Abbildungen, insbesondere Spiegelungen näher untersucht. — Weiterhin werden 
für die Abbildungen der Linsenräume auf sich selbst die Fixpunkte und ihre Einteilung 
in Fixpunktklassen betrachtet. Für jede Abbildungsklasse werden im zweiten Haupt- 
theorem die Fixpunktklassen und ihre Indizes angegeben, und zwar auf Grund der von 
K. Reidemeister [5] eingeführten kombinatorischen Methode. Diese Fixpunktklassen 
bilden zugleich ein Beispiel für den kürzlich von F. Wecken [8] bewiesenen Satz, nach 
welchem sich die Abbildungen so deformieren lassen, daß die Fixpunkte in jeder ein- 
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zelnen Klasse in je einen einzigen Fixpunkt mit dem entsprechenden Index verschmelzen. 


1. Überlagernde Abbildungen. 


£ sei ein zusammenhängendes endliches Polyeder und & seine Fundamentalgruppe. 
O sei ein Punkt von & und ®(O) die mit & isomorphe, auf O als Anfangspunkt bezogene 
Wegegruppe von 2. f sei eine stetige Abbildung !) von & in ein zweites zusammen- 
hängendes endliches Polyeder A mit der Fundamentalgruppe T. Es sei f(0) =Q und 
F(2) die mit T isomorphe, auf Q als Anfangspunkt bezogene Wegegruppe von A. Durch 
f wird &(0) homomorph in F(Q) abgebildet und damit auch & in TFT, jedoch ist der letztere 
Homomorphismus, infolge der willkürlichen Wahl von O, nur bis auf innere Automor- 
phismen von F bestimmt. 

Sei nun 2* eine reguläre Überlagerung ?) von £, A* eine solche von A. Dann erhebt 
sich die Frage: Gibt es eine Abbildung f* von 2* in A* derart, daß alle Punkte P* von 
2*, welche dieselbe Spur in & haben, in Punkte TI* von A* übergehen, welche dieselbe 
Spur in A haben ? Eine solche Abbildung f* bestimmt rückwärts f eindeutig; f* heiße 
eine überlagernde Abbildung von f, f Spur von f*. Zur Beantwortung der Frage betrachten 
wir die Fundamentalgruppe &* von 2* und ihre Darstellung &*(0*) als Wegegruppe in 
bezug auf einen über O gelegenen Anfangspunkt O* von 2*. Durch Spurbildung für die 
einzelnen Wege wird &*(0*) isomorph auf eine Untergruppe &*(0) von &(0) abgebildet, 
und zwar ist, infolge der Regularität von 2*, &*(0) Normalteiler von &(0). Entsprechend 
kann auch ®* als Untergruppe von © aufgefaßt werden. Ferner sei T* die Fundamental- 
gruppe von A*. Wenn es eine Abbildung f* der genannten Art gibt, so wird dadurch 
&*(0*) homomorph in F*(Q*) abgebildet, wobei f*(0*) = Q* über Q liegt. T*(R*) ist 
isomorph zu der durch Spurbildung entstehenden Untergruppe F*(Q) von F(2), und T* 
kann entsprechend als Untergruppe von T angesehen werden. Wegen der Überlagerungs- 
eigenschaft von f* ergibt die Abbildung f, auf die Untergruppe &* von © angewandt, 
gerade die Abbildung f*, f* ist ein „Teil‘“‘ von f. Zusammenfassend kann also gesagt 
werden: Wenn eine überlagernde Abbildung f* von 2* in A* existiert, so ist der dadurch 
gelieferte Homomorphismus von ® in T derart, daß f(&*)<T*. Es soll nun gezeigt 
werden, daß diese Bedingung auch genügt, um die Existenz einer überlagernden Ab- 
bildung f* zu sichern. 

Es sei also die Abbildung f von 2 in A gegeben und f(&*) <T*. O0* liege über O 
und Q* sei beliebig unter den über Q liegenden Punkten ausgewählt. P* sei ein beliebiger 
Punkt von 2*, v* ein Weg von O* nach P*, v die Projektion von v* nach %, die von O 
nach P führe. 9 sei das Bild des Weges v bei f und führe von 2 nach TI, 9* endlich 
sei der eindeutig bestimmte Weg in A*, der von Q* ausgeht und über 9 liegt; 9* führe 
nach TI*. Die Beziehung f*(?*) = TI* ist dann, so wird behauptet, eine stetige Ab- 
bildung von 2* in A*, welche f überlagert. Jedenfalls ist f* nach Wahl von O* und 2 * 
eindeutig bestimmt. Wählt man nämlich an Stelle von v* einen anderen Hilfsweg v* von 
O* nach P*, so ist v*v*"! ein geschlossener Weg von O* nach O*, repräsentiert also ein 
Element der Wegegruppe &*(O*). Die Projektion vv! gehört also zu &*(O), und 
wegen der Voraussetzung f(&*) < T* liegt das Bild 99! in T*(2). Der in A* eindeutig 
bestimmte überlagernde Weg 9*9*-! ist also geschlossen, und 9* führt von 2* ebenfalls 
nach TI*. Daß f* eine überlagernde Abbildung von f ist, ist klar, ebenso, daß f* stetig ist. 


!) Alle im folgenden zu betrachtenden Abbildungen von Polyedern werden als eindeutig und stetig voraus- 
gesetzt, ohne daß es in jedem Falle ausdrücklich bemerkt wird. 
%) Die folgenden Betrachtungen gelten mit entsprechenden Modifikationen natürlich auch für beliebige Über- 


lagerungen. 437° 
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Damit ist bewiesen: 

Satz 1. Ist f eine Abbildung des endlichen Polyeders & in das endliche Polyeder A 
und sind 2* und A* reguläre Überlagerungen von & und A, die zu den Untergruppen &* 
und T* der Fundamentalgruppen von & und N gehören, so gibt es dann und nur dann eine 
f überlagernde Abbildung f* von 2* in A*, wenn {(&*) <T*. 

Dabei ist f* insoweit vieldeutig, als man einen beliebigen der über Q gelegenen 
Punkte als Bild von O* vorschreiben kann. — Übrigens sieht man leicht, daß dann f* 
eindeutig bestimmt ist. 

Die Fundamentalgruppe & bestimmt nicht nur die Wegegruppe von &, sondern 
auch die Deckbewegungen der Überlagerung &*. Es soll jetzt das Verhalten der Deck- 
bewegungsgruppe bei der Abbildung f* untersucht werden. — Wieder sei ein beliebiger 
Punkt P* von 2* und ein Weg v* von O* nach P* betrachtet. g sei ein Element von & 
und bezeichne zugleich den entsprechenden, nur bis auf homotope Wege bestimmten 
Weg in £ von O nach O. g* sei der eindeutig bestimmte Weg in 2*, der über g liegt und 
in O* beginnt, w* sei der eindeutig bestimmte Weg in 2*, der dieselbe Spur in & hat 
wie v* und im Endpunkt von g* beginnt. Dann wird dem Gruppenelement g von ® 
diejenige Selbstabbildung von 2* zugeordnet, welche P* in den Endpunkt g(P*) von w* 
abbildet. g(P*) ist offenbar unabhängig von der Auswahl von v*, wegen der Regularität 
von 2*, und unabhängig von der Auswahl des Weges g, also durch das Gruppenelement g 
eindeutig bestimmt. Ferner liegt g(P*) über derselben Spur wie P*, die Abbildung, die 
ersichtlich stetig ist, ist also wirklich eine Deckbewegung von 2*. Ist umgekehrt eine 
Deckbewegung von 2* über 2 gegeben und ist g* ein Weg von O* nach seinem Bilde, 
g die Spur von g* in £, so entsteht die Deckbewegung gerade durch die eben angegebene 
Konstruktion; jede Deckbewegung ist also in der geschilderten Art einem Gruppen- 
element g zugeordnet. Ist g’ ein anderes Element von ©, so gilt nach der eben ange- 
gebenen Konstruktion: gg’( P*) = g(g’( P*)), die Gruppe der Deckbewegungen ist also in 
diesem Sinn homomorph zur Fundamentalgruppe ®. Alle und nur die Elemente g, die 
zu &* gehören, liefern, da dann g* geschlossen ist, die identische Abbildung von %2*. 
Also ist die Deckbewegungsgruppe isomorph zur Faktorgruppe &/&*. 

Die Abbildung f* führt P* in TI* = f*(P*) über. Was läßt sich nun über f*(g(P*)) 
sagen? Nach Konstruktion von f* hat man den Weg g*w* in den: Weg gw = gv in 2 
zu projizieren, ihn vermittels f in f(gw) = f(g)f(w) in A abzubilden und dann den ent- 
sprechenden überlagernden, von Q* ausgehenden Weg zu bilden. Der f(w) = f(v) ent- 
sprechende Weg würde nach TI* = f*(P*) führen. Der f(g)f(w) entsprechende Weg ergibt 
daher den Endpunkt f(g)(TI*), der aus TI* durch Anwendung der Deckbewegung f(g) 
von A* über A entsteht. Es gibt also die folgende „Funktionalgleichung“ für f*: 

Satz 2. f*(g(P*)) = flg)lf*(P*)). 

Im nächsten Abschnitt brauchen wir noch den folgenden Hilfssatz über den Ab- 
bildungsgrad von f* bei endlichblättrigen Überlagerungsmannigfaltigkeiten: 

Satz 8. Ist 2* eine m-blättrige Überlagerung der Mannigfaltigkeit 2, A* eine u-blät- 
trige Überlagerung der Mannigfaltigkeit N und überlagert die Abbildung j* von 2* in A* 
vom Grade c* die Abbildung f von & in A vom Grade c, so gilt mc = uc*, insbesondere also 
c= c*, wenn m = u endlich ist. 

Seien nämlich s und o die durch Spurbildung entstehenden Abbildungen von %* 
auf & und A* auf A. s ist vom Grade m, o vom Grade u. Wegen der Überlagerungs- 
eigenschaft von f* und f stellen sf und f*o ein und dieselbe Abbildung von 2* in A dar. 
Der Grad dieser Abbildung berechnet sich nach der Produktregel für den Abbildungsgrad 
aus der einen Darstellung als mc, aus der anderen als c*„, womit die Behauptung er- 
wiesen ist. 

9° 
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2. Abbildungsklassen. 


Der Linsenraum & = 2,(g) wird wie folgt definiert (siehe [4], [6]). m sei eine 
natürliche Zahl. Im 4-dimensionalen Raum A, mit den komplexen Koordinaten 
2, = re”, z4 = rae'”* wird durch die Gleichungen 


2: 2: ; 
ein} = ru, 8a) = 01 +, Er) = ra Bl) = a2 + q mit (q,m) = 1 


eine orthogonale Transformation g definiert. g ist von der Ordnung m, also 
g"- = 1, und mit Ausnahme des Koordinatenanfangspunktes ohne Fixpunkte. 
Jeder von diesem verschiedene Punkt ?* geht durch die Potenzen g 
(v,=1,2,...) in genau m verschiedene Punkte g’(P*) über. Insbesondere wird die 
Einheitssphäre & mit der Gleichung 7 + r3 =1 durch g einer fixpunktlosen Drehung 
der Ordnung m unterworfen. & entsteht durch Identifizierung jeweils der m Punkte 
g’(P*) von ©. & ist eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit. & ist eine Überlagerung 
von £, und zwar die universelle Überlagerung; alle Punkte von ©, die auseinander durch 
Anwendung der Potenzen g’ entstehen, liegen über demselben Punkte von 2. Die zyklische 
Gruppe ®& der g” bildet die Deckbewegungsgruppe von © über £ und als abstrakte Gruppe 
zugleich die Fundamentalgruppe von £. Nach K. Reidemeister [4] sind zwei orientierte 
Linsenräume %,(g) und &,,.(g’) dann und nur dann homöomorph, wenn m’ = m und 
g’ =g*! mod m ist. 

Sei f eine Abbildung von 2 = 2,,(g) in einen anderen Linsenraum A = A,,(x) mit 
der Fundamentalgruppe T‘, die ebenfalls zyklisch von der Ordnung m ist. Der Abbil- 
dungsgrad von f sei c, die durch & selbst gebildete Kette überdeckt also bei der Ab- 
bildung den Raum A gerade c-mal. ®& werde durch f so in T abgebildet, daß g in die 
Potenz y* der Erzeugenden y von T übergeht; durch den Exponent x wird der Homo- 
morphismus von © in T eindeutig bestimmt. Im folgenden soll gezeigt werden, daß der 
Grad c und der Exponent & die Abbildungsklasse von f festlegen. 

Die universelle Überlagerung Z von A sei in entsprechender Weise als 3-Sphäre 
im gleichen R, dargestellt, die Erzeugende y der Fundamentalgruppe T bezeichne eben- 
falls die entsprechende orthogonale Transformation von 2. Nach Satz 1 gibt es zu f 
eine überlagernde Abbildung j* von © in Z, und f* hat nach Satz 3 denselben Grad c 
wie f und genügt der Funktionalgleichung von Satz 2. Man kann die Abbildung f* als 
ein stetiges Feld von Vektoren auf © deuten, indem man in jedem Punkte P* von © 
denjenigen Einheitsvektor angreifen läßt, der parallel ist zu dem Vektor vom Mittelpunkt 
von Z nach dem Bilde j*( P*) auf Z. Diese Vektoren seien kurz auch als f*( P*) bezeichnet, 
das ganze Feld als f*. Auf diese Vektoren läßt sich die Operation y anwenden, und die 
Funktionalgleichung von Satz 2 ist dann eine solche für das Vektorfeld f* und zeigt, daß 
es für die Kenntnis des Feldes genügt, das Feld in einem Fundamentalbereich von & 
gegenüber ® zu kennen. 

Um einen solchen zu erhalten, führen wir eine Zellenzerlegung von © ein. Die 
Zellen a®, a®, at, a 3-ter, 2-ter, 1-ter und O-ter Dimension seien durch folgende Gleichungen 
und Ungleichungen definiert: 


2 
a’: n>0,0<0,<, 


a?: r,>0,0=a,, 


2n 
a: n=0, 0<u<, 


a: n=0,0=a, 
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immer unter der Nebenbedingung 7 +r3=1. Durch Anwendung der g” auf diese 
Zellen erhält man in jeder Dimension m Zellen g(a)(»=1,...,m;i=(,...,3), 
welche insgesamt © elementfremd und vollständig ausfüllen. Die m Zellen «a allein 
bilden einen Fundamentalbereich gegenüber ®. 


Nun sei g eine zweite Abbildung von & in A, welche denselben Abbildungsgrad c 
hat und denselben Homomorphismus der Fundamentalgruppe bewirkt, also denselben 
Exponenten a hat. g* sei die überlagernde Abbildung der universellen Überlagerung von 
& auf die von A. Auch g* sei als Vektorfeld gedeutet, jedoch nicht auf &, sondern auf 
einem zweiten Exemplar der universellen Überlagerung von ‘2, nämlich der zu S kon- 
zentrischen 3-Sphäre T vom Radius $ mit der Gleichung r! #+ 3 =}. Die Operation g 
war für den ganzen AR, erklärt, sie ist also auch für T sinnvoll, und die Funktional- 
gleichung gilt auch für g* an Stelle von f*. Eine Zellenzerlegung von T erhält man 
durch die Zellen b®, b?, bt, 5° und ihre Transformierten g”(b‘), die durch genau dieselben 
Gleichungen und Ungleichungen definiert werden wie a?, a?, a', a°, jedoch mit der Neben- 
bedingung 7 +r3=4. Endlich betrachten wir noch das durch ı<r +r; <1 er- 
klärte Zwischengebiet 3 zwischen & und 3. Auch in $& ist g erklärt. 3 sei durch die 
„Verbindungszellen“‘ v*, v®, v2, v! und ihre Transformierten g”(vit!) zerlegt, welche 
wiederum durch genau dieselben Gleichungen und Ungleichungen definiert sind wie 
a®, a?, a',a®, nur mit der Nebenbedingung 4} <r? +r3 <1i. v! verbindet a® gerad- 
linig und radial mit 5°; ähnlich sind v?, v®, v* als radiale Verbindungen der b- und a-Zellen 
erklärbar. Die Zellen v*, v®, v?, v! allein bilden einen Fundamentalbereich von 3 gegen- 
über ©. 


Auf © ist das Vektorfeld f*, auf T das Vektorfeld g* erklärt. Beide erfüllen die 
Funktionalgleichung von Satz 2. Es wird behauptet: Die Felder f* und g* lassen sich 
stetig zu einem in 6 +3 -+-T erklärten Vektorfeld erweitern derart, daß ‘auch in 
6 +3 + 7 die Funktionalgleichung erfüllt ist. Wenn das gezeigt ist, so ist bewiesen, 
daß f und g zur gleichen Abbildungsklasse gehören. Zieht man nämlich die Sphäre S 
stetig auf die Sphäre T zusammen, indem man die Zwischensphären &, mit r/ + r3 = 1? 
und 12:2 4 betrachtet, so ergeben die Vektorfelder auf den &, eine stetige Schar von 
Abbildungen der &, auf Z, welche wegen der durchgehenden Gültigkeit der Funktional- 
gleichung jeweils als Spur in & und A eine wohlbestimmte Abbildung von & in Abe- 
sitzen und auf diese Weise f stetig in g überführen. 

Zum Beweis der Erweiterungsfähigkeit des Vektorfeldes auf S +3 + T werden 
die beiden folgenden Hilfssätze benötigt. R, bezeichne den n-dimensionalen euklidischen 
Raum. 


Hilfssatz 1._ Ein auf dem Rande eines k-dimensionalen Elementes im R, erklärtes 
steliges Vektorfeld läßt sich, wenn k <.n ist, stets als steliges Vektorfeld auf das ganze Element 
erweitern. 


Hilfssatz 2. Auf dem Rande eines n-dimensionalen Elementes im R, sei ein ste:iges 
Vektorfeld erklärt, das eine Abbildung vom Grade c dieses Randes auf die (n — 1)-dimen- 
sionale Einheitssphäre des R, vermittelt. Dann und nur dann läßt sich das Feld als stetiges 
Vektorfeld auf das ganze Element erweitern, wenn c = ist. 

Die Beweise dieser Sätze findet man bei H. Hopf [1]. 

Jetzt werde die von a® und b° begrenzte Strecke v! betrachtet. In a® und b® ist 
je ein Vektor f*(a°), g*(b°) erklärt. Nach Hilfssatz 1 läßt sich in ©! ein stetiges Vektor- 
feld v(v!) erklären, das sich stetig an diese beiden Vektoren anschließt. Dann schließt 
sich auch das in g*(v!) zuerklärende Feld v(g”(v")) = f(e”)(v(v")) stetig an die in g”(v!) und g(b°) 
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erklärten Vektoren f*(g’(a°)) = f(g’)(f*(a°)) und g*(g”(d°)) = f(g’)(g*(b°)) an (v = 1,...,m). 
Jetzt werde das Flächenstück v? betrachtet. Aufseinem Rande ist das durch f*, 9* und v 
gegebene Vektorfeld erklärt. Nach Hilfssatz 1 läßt sich in v? ein stetiges Vektorfeld 
v(v?) erklären, das sich stetig an das Feld auf dem Rande anschließt. Dann schließt 
sich auch das in g’(v?) zu erklärende Feld v(g”(v?)) = f(g”)(v(v?)) stetig an das auf dem 
Rande von g’(v?) erklärte Feld an. Ganz -entsprechend werde auf g’(v?) ein stetiges 
Feld v erklärt, das sich stetig an das schon vorhandene Randfeld anschließt und wieder 
der Funktionalgleichung v(g’(v?)) = f(g”)(v(v?)) genügt. Endlich sei das Raumstück v* 
betrachtet. Auf dem Rande von v* ist nach dem Vorhergehenden durch f*, g* und v 
ein Vektorfeld erklärt. Dieses Feld möge eine Abbildung vom Grade c, des Randes von 
v* auf die 3-Sphäre 2 vermitteln. Dann vermittelt auch das auf dem Rande von g’(v*) 
erklärte Feld eine Abbildung vom Grade c«, auf Z, da f(g”) eine eindeutige, die Orien- 
tierung erhaltende Selbstabbildung von 2 vermittelt. Die’ Vereinigung der m Zellen 
g’(v*) ergibt das Zwischengebiet 3, und das auf dem Rande &© + T von 3 erklärte Vektor- 
feld ergibt offenbar eine Abbildung dieses Randes auf Z, dessen Abbildungsgrad gleich 
der Summe der genannten Abbildungsgrade ist, also gleich mc,. Dabei ist zu beachten, 
daß bei der Feststellung des Abbildungsgrades des Vektorfeldes auf dem Rande von g’(v*) 
eine kohärerite Orientierung der 3-dimensionalen Randzellen der g’(v*) zugrunde gelegt 
werden muß. g’(b?) wird also entgegengesetzt orientiert, wie es die radiale Übertragung 
der Orientierung von g’(a?) ergeben würde. Daher hat die Abbildung von S© + T auf Z 
den Gradc—c=(0. Es ist also mc, = 0, also .=0. Daher läßt sich nach Hilfssatz 2 
in v* ein stetiges Feld erklären, das sich stetig an das Randfeld anschließt. Dann schließen 
sich auch die. Felder v(g”(v*)) = f(g’)(v(v*)) stetig an ihre Randfelder an. Damit ist im 
ganzen Gebiet 3 ein Vektorfeld erklärt, welches sich stetig an das Randfeld anschließt 
und die Funktionalgleichung von Satz 2 erfüllt. Die Behauptung ist also bewiesen und 
läßt sich so aussprechen: 


Theorem I. Zwei Abbildungen von 2,(g) auf A„(x), die denselben Abbildungsgrad 
haben und den gleichen Homomorphismus der Fundamentalgruppen vermitteln, gehören zur 
gleichen Abbildungsklasse. 

Man beachte dabei, daß der den Homomorphismus der Fundamentalgruppen be- 
stimmende Exponent & nicht in demselben Sinne eine Invariante der Abbildung dar- 
stellt wie der Grad c. & hängt nämlich von der speziellen Wahl der Erzeugenden g von & 
und y von FT ab. Nur bei Abbildungen von 2,(g) auf sich selbst kann man von einem 
eindeutig bestimmten Exponenten & der Abbildung sprechen. 


3. Wertbereich der Invarianten. 


Der Abbildungsgrad c und der den Homomorphismus der Fundamentalgruppen 
bestimmende Exponent & sind nicht unabhängig voneinander. Bedingungen ergeben 
sich aus dem Verschlingungsverhalten der 1-dimensionalen Ketten?). — Zunächst sollen 
Anfangspunkt und Erzeugende der Wegegruppen & von & und T von \ festgelegt 
werden. Anfangspunkt für © sei der Punkt O mit r, = 0, & = 0. Der g entsprechende 
Weg sei in Übereinstimmung mit Abschnitt 1 so festgesetzt, daß er von O nach dem 
aus O durch die Deckbewegung g entstehenden Punkt g(O) führt. g sei demgemäß der 


Wen=0, 8 =0... > g. 8 bezeichne als Element der 1-dimensionalen Homologie- 


3) Wir folgen hier, mit geringfügigen Modifikationen, M. Rueff[7], von dem auch die Kongruenz (*) und die 
Konstruktion der Abbildungen mit gegebenen Invarianten stammt. 
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gruppe auch gleichzeitig die entsprechende 4-dimensionale Kette. Entsprechend sei der 
Anfangspunkt Q von T und ferner y festgelegt. 
g ist als 1-dimensionale geschlossene Kette homolog zu der durch die Strecke r, = 0, 


0sa,Ss s® gegebenen Kette g’. Offenbar ist die Schnittzahl (g’, a?) = 1, also auch » 


(g, a?) = e Ferner ist der Rand ga = mg, also a? homolog zu g’'mg. Dabei bezeichnet 
gq-! die reziproke Restklasse zu g modulo m. Also ist die Verschlingungszahl [g, g"'g] = 1, 
gund g'g sind duale Basiselemente der eindimensionalen Torsionsgruppe. Entsprechend 
sind y und x!y in A dual. 

Nun gilt im Sinne der durch f bewirkten homumorphen Abbildung der 1-ten Homo- 
logiegruppe j(g) = xy. Neben diese Gleichung tritt nach dem Hopfschen Umkehr- 
homomorphismus®) 9 eine andere, welche eine Abbildung in umgekehrter Richtung für 
die dualen Ketten liefert, nämlich g(x#"'1y) = ag'g oder p(y) = x»q”'!g. Beide hängen 
zusammen durch die Beziehung f(g(y)) = cy, die hier 


Er Wi gi u 
iPly)) = ir ze) TEE 
ergibt, woraus 
(*) 
folgt. Dies ist die angekündigte Beziehung zwischen c und a. 
Man beachte, daß ebenso wie x auch die Form dieser Kongruenz von der speziellen 


Wahl der Erzeugenden g und y abhängt. Bei Zugrundelegung von Erzeugenden g’ und y’ 
mit den dualen Ketten xg’ und £y’ ergäbe sich die Kongruenz c = «?r&-! mod m. 


Es seien nun c und & zwei Zahlen, die die Bedingung (*) erfüllen. Zur Konstruktion 
einer Abbildung von & in A mit dem Grade c und dem Exponenten a betrachte man 
zunächst die Abbildung f* von 2* in A*, welche durch 


Hr)en; ir) =r3 

f*(&) = 590, , T*(&g) = 5%0g 
mit ganzzahligem s definiert ist. f* führt Punkte, die in bezug auf die Deckbewegungen g’ 
äquivalent sind, wieder in äquivalente über, da 


27 2n 2r 
* = FR = rc > 
(+ r) = sg + ng = fra) + ng, 
2 2 2: 
f* (a. + — ) = 8%, + — qvsx = f*(&,) + — xvSQ. 


i* überlagert also eine Abbildung f von 2 aufA. Für » = 1 ergibt sich aus’den letzten 
Gleichungen f*(g(P*)) = y“(f*(P*)), also x = sg. Ferner ist ersichtlich c = s?gx. 

Sei Q ein beliebiger Punkt von £, der mit einer abgeschlossenen Kugelumgebung U 
ganz in der Spur der Zelle a? liegt. ® sei eine in U enthaltene kleinere Kugelumgebung 
von Q und U und ® seien die begrenzenden Kugelflächen von U und ®. Die Abbildung 
bilde U—® +8 so auf U ab, daß U punktweise in sich und ® in Q übergeht. Ferner 
bilde die Abbildung y die Kugel ® so mit dem Grade k auf £ ab, daß ® in einen der 
über f(@) liegenden Punkte übergeht, wie es offenbar möglich ist, und. weiter von Z 


*) H. Hopf [3]. Die hier benutzte Kontragredienz von Abbildung und Umkehrabbildung dualer Ketten ist 
dort nur für die Bettischen Gruppen und Schnittzahlen ausgesprochen, sie läßt sich aber leicht auf die Torsions- 
gruppen und Verschlingungszahlen ausdehnen. Für eine ausführliche Begründung siehe M. Rueff [7]. 
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durch Spurbildung auf A. Dann wird ® durch y in f(@) abgebildet, und die Abbildung 
f‘, die in ® mit y, in U — ® mit fo und sonst in 2 mit f übereinstimmt, ist stetig. Der 
Grad c’ von f ist ce’ = s®yx + km, denn die Abbildung durch Spurbildung von & auf A 
hat den Grad m. Der Exponent von f’ ist derselbe x = sg wie der von f. Da demnach c 


alle Werte c = a mod m annimmt, ist bewiesen: 


Satz 4. Für den Grad.c und den Exponenten x mod m einer Abbildung von %.(g) 
auf A,„(x) güt bei geeigneter Wahl der Erzeugenden der beiden Fundamentalgruppen 


c= ur mod m; zu je zwei Zahlen dieser Art gibt es eine und nur eine Abbildungsklasse. 


Ohne Bezugnahme auf spezielle Erzeugende kann man jedenfalls sagen, daß als 
Grade alle und nur diejenigen Zahlen c auftreten, die den gleichen quadratischen Rest- 


charakter mod m haben wie 7’ — Bei Abbildungen von 2,(g) auf sich selbst hat der 


Exponent & mod m und damit auch die Kongruenz (*) eine invariante, von der Auswahl 
der Erzeugenden unabhängige Bedeutung. In diesem Fall gilt: 


Satz 5. _ Die Klassen der Abbildungen von 2,(g) auf sich werden charakterisiert , 
durch genau diejenigen Werte x mod m und c für den Exponent und den Grad, für die 
e =a?modm gilt. ; 

Unter Umständen gibt es für die Abbildungsklassen einfachere Repräsentanten als 
die eben angegebenen. Es seien noch besonders diejenigen Abbildungen von 2 = 2,(g) 
auf sich mit c = +1 betrachtet. c=1,& =1 charakterisiert die Identität. Für m > 2 
isi davon verschieden die Klasse mit c=1,x =—41. Sie kann repräsentiert werden 
durch 

2a) = 2, la) = 2% 
Man erkennt leicht, daß durch f* in der Tat eine Spurabbildung f von & auf sich definiert 
wird, die „Doppelspiegelung‘‘ 8, von 2, und daß der Grad und der Exponent von 3, tat- 


sächlich die angegebenen Werte haben. Ist m eine ungerade Primzahlpotenz, so sind 
dies die einzigen Klassen mit c = 1, sonst gibt es im allgemeinen noch andere. 


Der Abbildungsgrad ce = —1 kann bei Selbstabbildngen von 2 nur auftreten, 
wenn —1 quadratischer Rest mod m ist. Für m bedeutet das, daß m bis auf den even- 
tuellen Faktor 2 nur aus Primzahlen = 1 mod 4 zusammengesetzt ist. Nun ist & dann 
und nur dann topologisch symmetrisch, d.h. unter Umdrehung der Orientierung auf 
sich eineindeutig abbildbar, wenn g? = — 1 mod m (siehe [6])°). Eine solche die Orien- 
tierung umdrehende Abbildung erhält man wie folgt. Durch die Transformation z, — z,, 
23 +2, wird ,(g) eineindeutig auf 2,(—qg) abgebildet, jedoch unter Umdrehung der 
durch die Einbettung in den 4-dimensionalen Raum vergleichbaren Orientierungen. 
Durch die Transformation 2, >23, 232, wird 2,(g) unter Erhaltung der Orientierung 
eineindeutig auf 2,(g”!) abgebildet. Im Falle 9 = —imodm sind 2„(—g) und 
2.(q”') identisch, und man erhält durch Zusammenfügung der beiden Abbildungen eine 
Selbstabbildung von 2,(g) in der Form 


| (a) Mad 
Die Gleichungen 


5) Siehe [6], Seite 252. Für höherdimensionale Linsenräume ist dort ein Schreibfehler unterlaufen, der bei 
dieser Gelegenheit berichtigt sei. Es muß heißen in Zeile 17: „Bei geradem n‘ anstatt „Bei ungeradem n“, in Zeile 18: 
„= 1 mod 4“ anstatt „= — Imod 4“, in Zeile 19: „bei ungeradem n“ anstatt bei „geradem n““. 
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"(n+)= nt + 

i* (2. + =) m -, =) + (9) q 
zeigen, daß f* in der Tat eine Spurabbildung f von & = 2,(g) auf sich definiert, die 
„Spiegelung“ 8, von 2. Der Grad der Spiegelung ist ce = —4, der Exponent nach den 
letzten beiden Gleichungen x =g mod m. Wenn m Potenz einer Primzahl == 1 mod 4 
oder das Doppelte einer solchen ist, gibt es außer der Spiegelung und dem durch e = —1, 
a = —g charakterisierten Produkt 8, = 3,8, keine weiteren Selbstabbildungen von 2,(g) 
mit c= —1, sonst gibt es im allgemeinen noch andere. Es gilt ?=3=3, und 
ih. 

Für m = 2, den projektiven Raum, fällt die Doppelspiegelung in die Klasse der 
Identität und die Spiegelung ist die einzige Klasse mit c = —1. Es gibt für jeden Grad c 
genau eine Klasse von Selbstabbildungen; bei geradem c ist x =, bei ungeradem c ist 
‘ =1 mod 2. 

Im Falle der Abbildungen von & = &,(g) in sich selbst interessieren im Hinblick 
auf den folgenden Abschnitt die Fixpunkte. Hier soll nur die Abbildung f, mit 
f7(&) = 801, fr(&,) = sag vom Grade c = s? und vom Exponenten & =s mod m be- 
trachtet werden. Die wie oben modifizierte allgemeine Abbildung f,, vom Grade 
c=s?-+ km wird im folgenden Abschnitt mit einbezogen werden. 

Die Fixpunkte von f? ergeben sich durch die Gleichungen 
an, 
Sc 


sg=&%mod2rn, u = u, 


5% = % mod 2n, = Pi 


piml,...,s—1. 
Das sind je s —1 Fixpunkte auf jedem der beiden Gegenkreise „= 0,r,=1 und 
r,=0,r, = 1 und gewisse aus Fixpunkten bestehende Kreisbögen, die jeden Fixpunkt 
auf dem einen Gegenkreis mit jedem Fixpunkt auf den: anderen Gegenkreis verbinden. 
Insgesamt bilden die Fixpunkte eine zusammenhängende Konfiguration ®* von 2(s — 1) 
Punkten und (s — 1)? bogenförmigen Strecken. 


Um die Fixpunkte der Spurabbildung f, zu erhalten, hat man die Punkte F* von 
2* aufzusuchen, für die F* = g(f}(F*)) gilt mit geeignetem »=4,...,m. Man erhält 
die Gleichungen 
2r 


2r 
men’ t7—1% 
2n 


Im 2n 
tz mon, = et gm 





27 
sb=a+ =, mod 2r, = 


wA=1,..,s—1. 


Für jedes feste » durchlaufen &, und «, je alle diejenigen Vielfachen von a: die 


kongruent 2 I sind, also je eine volle Restklasse - 


IEL...U N 
(s—1) "mi, s— 
mod 5 m T° Für jedes feste » ergibt sich also wieder eine Konfiguration a von 2(s —1) | 
Punkten und (s — 1)? Strecken. Im ganzen bilden dis Fixpunkte m verschiedene Kon- 
figurationen #*, welche den m verschiedenen Restklassen mod", entsprechen. Sie 
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2n 
v bzw mG—)” mod 
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liegen in & miteinander verschlungen und in endlichem Abstand voneinander. Da die 
Abbildungen g’(f?) sich auch charakterisieren lassen als die m verschiedenen f, über- 
lagernden Abbildungen, so liefern die Konfigurationen &* bei der nun zu untersuchenden 
Spurbildung in & zugleich die verschiedenen Fixpunktklassen von f. 


Bei der Spurbildung sind die Konfigurationen &* modulo der Bewegungsgruppe 
der g’ zu betrachten. Dazu ist, falls , > 0 ist, «&, und, falls r, = 0 ist, &, mod = zu 


rechnen. Zunächst sei ein festes », d.h. eine feste Konfiguration #* ins Auge gefaßt. 


Dann kommt es auf den zweiten Summanden von ,, nämlich „” 1 4 mod = an. Es 
sei der größte gemeinsame Teiler (s — 1, m) = d,s —1 = ös,, m = öm,, also (5,, My) = 1. 
Dann ist zu untersuchen: 

2r Pe 2rm 27 my 2n 


ee u "iD m Sy iz ag 


Man erkennt, daß sich s, verschiedene Restklassen mod = ergeben und je ö Werte von A 


zu derselben Restklasse mod “= führen. %, nimmt genau diejenigen s, Vielfachen von 


2 
m(s— 1) 
chende Reduktion ergibt, so folgt: Bei der Spurbildung fallen je ö Punkte und je ö?Strecken 


an, die kongruent „7, v mod m sind. Da sich im Faller, = 0 eine entspre- 


von $* zusammen und ergeben eine Konfiguration 8, in & von en: Punkten’ und 


ö 
(° r 1) Strecken. 


Jedem $, entspricht eine volle Restklasse für &, nach dem Modul  HNRER.. BO ö. 
ms, m(s—1) 


Da es für «, als Vielfaches von ——- nur ö Restklassen mod En gibt und da ferner 


27 
m(s—1) 
im Falle nn = ( für &, eine entsprechende Einschränkung eintritt, fallen bei der Spur- 


bildung je 5 der Konfigurationen $* zusammen. Es gibt nur ö verschiedene Konfi- 


gurationen S,, welche den ö Restklassen mod und für den ersten Summanden EN v 
MS, m(s—1) 


von %&, oder auch den ö Restklassen von » mod ö entsprechen. 
Die Fixpunkte von f, verteilen sich also auf ö Konfigurationen , (v mod ö) von 


ab u 
je 2 . 3 ; Punkten und (3°) Strecken. Diese ö Konfigurationen $, stellen zugleich die 


ö Fixpunktklassen von f, dar. Auch die Indizes dieser Klassen lassen sich leicht be- 
rechnen. Modifiziert man nämlich f, so, das r, in r} übergeht, so bleiben nur die beiden 
Gegenkreise „=0,r,=1 und ,=0, rz=1 punktweise fest. Die Fixpunkte der 
modifizierten Abbildung liegen sämtlich auf diesen beiden Kreisen, und zwar sind es 
die 2(s —1) Eckpunkte der beiden Konfigurationen $,: 


für n=0: en’ mod", 


für n=0: en) v mod » 


wobei » mod s —1 zu rechnen ist. Je °— 


3 - Fixpunkte auf jedem Kreis gehören zur 
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gleichen Klasse. Als Indizes der Fixpunkte findet man durch Betrachtung des Vektor- 
feldes in ihrer Umgebung auf dem einen Kreis den Wert 1, auf dem anderen den Wert s, 
so daß der Index jeder einzelnen Klasse sich berechnet zu 


s—1 2—1l c—i 








ar u: 


Diese Formel werden wir im nächsten Abschnitt allgemein bestätigen. 


#-'Z:14+ 


4. Fixpunktklassen. 


Für die Selbstabbildungen von & = 2,(g) in sich soll nun die Frage nach den 
Fixpunkten und Fixpunktklassen in den einzelnen Abbildungsklassen allgemein gelöst 
werden. Zunächst handelt es sich um die algebraische Zahl j aller Fixpunkte, den Fix- 
punktindex der Abbildung, welcher sich nach der Lefschetz-Hopfschen Spurformel be- 
rechnet. Für die Abbildung f = f, , mit dem Grade ce = s? + km aus dem 3, Abschnitt 
gilt offenbar, wenn man die im 2. Abschnitt eingeführte Zellenzerlegung benutzt: 


(a?) = (5? + km)a?, f(a?) = sa®, f{a') = sat, f{a") = a®. 
Daraus folgt nach der Spurformel 
j="’+km —iA=c-—1. 


Um in analoger Weise die Fixpunktindizes der einzelnen Abbildungsklassen zu be- 
rechnen, bemerken wir folgendes. Bei einer Deformation der Abbildung f von £ in die 
Abbildung f, ändert sich der Fixpunktindex der Abbildung nicht. Es geht ferner jede 
einzelne Fixpunktklasse von f in eine wohlbesiimmte Fixpunktklasse von f, über, und 
die Fixpunktindizes der einzelnen Klassen bleiben dabei unverändert (siehe F. Wecken[8]). 
Insbesondere läßt sich f in eine reguläre simpliziale Abbildung f, deformieren, d.h. eine 
solche Simplizialabbildung einer hinreichend vielfachen Normalunterteilung 2, einer 
Simplizialteilung 2, von & in die Simplizialteilung 2,, daß Fixpunkte von f, nur im 
Innern von n-dimensionalen Simplizes von 2, liegen (siehe H. Hopf [2]). Diejenigen 
n-dimensionalen Simplizes von %,, die einen Fixpunkt enthalten, mögen Fixsimplizes 
heißen; in einem Fixsimplex liegt genau ein Fixpunkt, und zwar vom Index +41. — 
Faßt man die Simplizes von 2, als Ketten von Simplizes von 2, auf, so führt die Ab- 
bildung f, zu einer Abbildung des Kettenringes von 2, in sich. Betrachtet man ins- 
besondere die Abbildung einer Basis der k-dimensionalen Ketten, so erhält man für jede 
Dimension eine quadratische Abbildungsmatrix, welche die Kettenabbildung charakte- 
risiert. Die Bildkette f,(A) eines Simplex A enthält dann und nur dann A selbst, wenn A 
Fixsimplex ist, und zwar mit dem Vorzeichen + 1 je nach dem Index des Fixpunktes. 
Die Spur der n-dimensionalen Abbildungsmatrix ergibt daher gerade den gesamten Fix- 
punktindex der Abbildung, während die Spuren der übrigen Abbildungsmatrizen Null 
sind. Da die aus den sämtlichen Spuren gebildete Lefschetz-Hopfsche Spureninvariante 
unabhängig von einer Transformation der Basis und von Erweiterungen und Reduktionen 
des Kettenringes ist, kann man mit ihrer Hilfe auch bei einer beliebigen, nicht notwendig 
regulären Simplizialabbildung den Fixpunktindex an einer beliebigen Kettenbasis ablesen. 


Sei nun die Selbstabbildung f* von 2* eine der überlagernden Abbildungen von f®). 


*) Die folgenden Betrachtungen über die Reidemeistersche Spureninvariante verlaufen im Anschluss an 
K. Reidemeister [5]; gegenüber dem dortigen allgemeinen Fall treten hier wegen der Kommutativität der Funda- 
mentalgruppen einige Vereinfachungen ein. 
10% 
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Die Spur eines jeden Fixpunktes von f* ist auch Fixpunkt von f, und alle so aus einer 
überlagernden Abbildung f* entstehenden Fixpunkte von f bilden eine Fixpunktklasse 
von f. f* heiße eine zu dieser Klasse gehörende überlagernde Abbildung, die Fixpunkt- 
klasse heiße zu f* gehörig. Der Begriff der Fixpunktklasse ist dabei in bezug auf die 
Überlagerung 2* gebraucht; im allgemeinen ist 2* als universelle Überlagerung anzu- 
nehmen, dann handelt es sich um die gewöhnlichen Fixpunktklassen. — Da f, eine regu- 
läre Simplizialselbstabbildung von 2* ist, ist auch f}, die entsprechend aus f* durch 
Deformation hervorgehende überlagernde Abbildung von f,, eine reguläre Simplizial- 
selbstabbildung der entsprechenden Simplizialteilung 25 von &*. f} vermittelt eine 
Abbildung des zu 25 gehörigen Homotopiekettenringes (siehe [5], [6]) in sich. Die Ab- 
bildung einer Basis des Homotopiekettenringes führt wieder zu: n + 1 quadratischen 
Abbildungsmatrizen, deren Elemente nunmehr dem Gruppenring von & angehören. Ist 
A* eih n-dimensionales .Simplex von 2}, welches als Basiselement in einer Grundbasis 
(vgl. [6]) ausgewählt ist, so ist A* dann und nur dann Fixsimplex, wenn der Koeffizient 
von A* in f$(A*) gleich 1: ist. g”(A*) geht bei f$ nach der Funktionalgleichung von Satz 2 
in f(gr)(f#(A*)) über, g’(A*) ist also dann und nur dann Fixsimplex, wenn der Koeffizient 
von A* in f(g”)(f*(A*)) gleich g” ist, oder mit anderen Worten, wenn der Koeffizient von 
A* in f$(A*) gleich f(g””)g” ist. Die sämtlichen Elemente f(g”)g’ bilden wegen der Kom- 
mutativität von & eine Untergruppe $% von ®. A, das Spursimplex von A* in & ist dann 
und nur dann Fixsimplex zu einem Fixpunkt der zu f* gehörigen Fixpunktklasse, wenn 
mindestens eins der über A gelegenen Simplizes g’(A*) Fixsimplex ist, d.h. wenn der 
Koeffizient von A* in f*(A*) in die Gruppe $ fällt. Die Anzahl der Fixsimplizes A dieser 
Art und damit den Fixpunktindex j* Jer Fixpunktklasse erhält man also als die Anzahl 
derjenigen Summanden der Spur o* der n-ten Abbildungsmatrix, die nach % fallen. 
Da die Reidemeistersche Spureninvariante o* des Homotopiekettenringes, nämlich die 


alternierende Summe der Spuren der Abbildungsmatrizen, unabhängig ist von einer 
Transformation der Basis und von Erweiterungen und Reduktionen des Homotopie- 
kettenringes, kann man mit ihrer Hilfe auch bei einer beliebigen, nicht notwendig regu- 
lären Simplizialabbildung den Fixpunktindex j* an einer beliebigen Basis des Homo- 
topiekettenringes ablesen. j* ist gleich der Anzahl derjenigen Summanden von o*, die 
nach % fallen. 


Wir kehren nun zur Untersuchung der Abbildung f = f, , vom Grade c = s? + km 
und vom Exponenten x =s mod m von & = 2,(g) zurück. Zunächst werde die Gruppe 
% aufgestellt. Da f(g) = g’, wird $ durch f(g”!)g = g! erzeugt. Ist der größte gemein- 
same Teiler (s —1,m) = (« —1,m) = ö, so wird % auch durch g® erzeugt. % hat den 


Index ö in & und die Ordnung T- 


Für die Abbildungsmatrizen ergibt sich nach der Konstruktion von f* im 3. Ab- 
schnitt und bei Benutzung der Zellenteilung des 2. Abschnittes: 


I) ++ HdR HK +EH + gmt)at, 
f*(a®) ka sa®, f*(a!) = (+ g’+ ...+ g’ed)aı, f*(a°) = a", 
Bei der Berechnung von f*(a!) beachte man, daß nach den Festsetzungen des 3. Ab- 
schnittes die Punkte r, = 0,, = = v als g’«’(a!) zu bezeichnen sind. Daraus folgt für 
die Reidemeistersche Spureninvariante 
a—=sll +. Hg) Hk. + gmmi) Hi +... + gend) 5 —1, 
=sg +. Hg) Hl" +. Hg ed) + Kl +++. + gm), 
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Von jeder Klammer fällt der ö-te Teil der Summanden nach %. Man beachte dabei, 
daß (g,m) = 1. Daher wird der Fixpunktindex 

c—1 

—_— 

Für die übrigen überlagernden Abbildungen zu f, also die übrigen Abbildungsklassen 
ergibt sich aus Symmetriegründen dasselbe Resultat. o* und damit auch j* ist dann 
und nur dann Null, wenn c = 1 ist. Es ist also bewiesen: 


Theorem II. Eine Abbildung von 2,(g) in sich vom Grade c und vom Exponenten & 
besitzt ce —1 Fixpurkte, welche sich für c #1 gleichmäßig auf 6 = (x —1,m) Fixpunkt- 
klassen vom Index © rn - verteilen. 

Nach F. Wecken [8] kann man die Abbildung f so deformieren, daß sie nur ö Fix- 
punkte mit je dem Index a hat. 

Es sollen noch die Fixpunktklassen für die oben betrachtete Doppelspiegelung 3; 
und im Falle g? = — 1 mod m für die beiden Spiegelungen 3, und 3, von 2,(g) aufgestellt 
werden. Bei der Doppelspiegelung ist c = 1, also j = 0. Jede der beiden Spiegelungen hat 
die beiden Fixpunkte 


=D +s—1+km)= 4 +km—1)= 


2 
n=n=3a/2, y=y=(, 


4 4 
n=n=zV2, 


vom Index —1. In der Tat ist c= —1,j= —2. Berücksichtigt man, daß m unge- 
rade oder das Doppelte einer ungeraden Zahl ist so findet man für 
ö = (& —1,m) = (£q —1,m), 

da (+g—1)?=7F2%modm und (m) =14, daß nur ö=1 oder ö = 2 sein kann. 
"Bei ungeradem m ist ö = 1, bei geradem m ist q ungerade, + g —1 also gerade, ö = 2. 
Je nachdem m ungerade oder gerade ist, gehören die beiden Fixpunkte zur gleichen oder 
zu verschiedenen Klassen. 

Für den Fall m = 2, den projektiven Raum, folgt, daß die Abbildungsklassen mit 
geradem c, also x =0 mod 2, ö=1 eine Fixpunktklasse vom Index c —1, die Ab- 
bildungsklassen mit ungeradem c, also «x =1 mod 2, ö = 2, mit Ausnahme der Klasse 


c—A 


der Identität zwei Fixpunktklassen je mit dem Index 3 besitzen. 
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Die Geometrie der linearen Strahlenkongruenz. IV. 


Über algebraische Regelflächen vom Grade 2n 
mit zwei n-fachen Leitgeraden (n=3;, 4, 5, 6). 


Von G. Haenzel und F. Reutter in Karlsruhe. 


Die algebraischen Regelflächen von fünftem und höherem Grade sind der Unter- 
‚suchung schwer zugänglich und eine einigermaßen vollständige Klassifikation reicht über 
die Regelflächen fünften!) und sechsten?) Grades nicht hinaus. Im folgenden werden 
Büschel von Regelflächen sechsten, achten, zehnten und zwölften Grades mit zwei (re- 
ellen oder konjugiert imaginären) windschiefen Leitgeraden behandelt. Ihre Regelscharen 
liegen in der (hyperbolischen oder elliptischen) linearen Kongruenz. Die Untersuchung 
dieser sehr komplizierten Objekte wird durch die Abbildung der elliptischen und der 
hyperbolischen Kongruenz auf die komplexe oder die dualkomplexe Ebene ermöglicht. 
Die Bildkurven der Regelscharen stehen in engen Beziehungen zu den kubischen und 
biquadratischen Funktionen einer (komplexen oder dualkomplexen) Veränderlichen und 
deren Kovarianten. 


Im Abschnitt IA werden aus geometrischen Theoremen®) über die Kovarianten- 
systeme kubischer und biquadratischer Funktionen einer komplexen Veränderlichen neue 
Sätze über Büschel algebraischer Kurven höherer Ordnung und ihre Orthogonalbüschel 
entwickelt als notwendige Basis für die späteren liniengeometrischen Resultate. Diese 
bisher unbekannten zirkularen Kurven fünfter, sechster, achter, neunter, zehnter und 
zwölfter Ordnung sind nämlich die Bildkurven algebraischer Regelilächen sechsten, 
achten, zehnten und zwölften Grades mit zwei konjugiert imaginären windschiefen Leit- 
geraden (Abschnitt II A). Die Teile I B und II B behandeln algebraische Regelflächen 
sechsten, achten, zehnten und zwölften Grades mit zwei reellen windschiefen Leit- 
geraden und ihre Bildkurven im Zusammenhang mit den Kovariantensystemen kubischer 
und biquadratischer Funktionen der duälkomplexen Ebene. Im Laufe der Untersuchung 
zeigt sich, daß die lineare Kongruenz Vierergruppen von Involutionen besitzt; diese 
haben die bemerkenswerte Eigenschaft, die oo! Regelscharen zweier konjugierter Büschel 
von Regelflächen achten Grades invariant zu lassen. 


ı) H. A. Schwarz, Journ. f. d. reine u. angew. Math. 67 (1867), S. 23. 
#) V. Snyder, Am. Journ. of Math. 25 (1903) S. 59—96, 261—268, 27 (1906) 8. 77-102, 173—188. 
») G. Haenzel, Über ganze zationale Funktionen, Sitz.-Ber. d. Berl. Math. Ges. 28 (1929), 8. 4145. 
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Die Abhandlung ist entstanden im Anschluß an eine Reihe von Arbeiten über die 
Geometrie der linearen Strahlenkongruenz*), von deren Methoden und Ergebnissen hier 
häufig Gebrauch gemacht wird. 


I. Büschel zirkularer Kurven höherer Ordnung. 
A. Zirkulare Kurven der euklidisechen Ebene. 


1. Die kubische Funktion w = fz(z) hat eine Hessesche Kovariante H(z) vom 
zweiten Grade und eine Jacobische Kovariante J(z) vom dritten Grade. Wir setzen zwei 
voneinander verschiedene Nullstellen z;, 21, von H(z) voraus, so daß ein Kreis H* über 
2121, als Durchmesser bestimmt ist (Fig. 1). Die Inversion an diesem Kreise und die 
Spiegelung an der ‚Geraden zz, vertauscht die Nullstellen z,, 2,, 2, von /,(z) mit den 
Nulistellen 3,, 38, 43 von J(z). Die Nullstellendreiecke von fz(z) und J(z) haben einen 
gemeinsamen Umkreis R?, der zum Kreisbüschel durch z;, zı orthogonal ist. Die’ apollo- 
nischen Kreise A7, R3, R3 des Nullstellendreiecks 2,252, von fs(z) schneiden den Umkreis 
R® rechtwinklig in den drei Nullstellen 3,, 33, 33 von J(z) und schneiden einander in den 
beiden Nullstellen z;, zıı von H(z). Die beiden Nullstellen z;, 21: sind die isodynamischen 
Punkte des Dreiecks 2,232;. 


2. Die drei Punkte z,, 2,, 2, bedingen aber nicht nur die beiden Punktegruppen 


21,211 und 3,1, 32, 33 elementargeometrisch, sondern sie bestimmen auch die drei Trans- 
formationen: 


u „Je „ide 
H(z) 2: H(z) I) ' 
Werden die beiden Nullstellen von #(z) nach + 1, —1 verlegt, so ergeben sich die Dar- 
stellungen: 
kk)=++Mp +’ +32+p+W, 
I) =(p+W*+3?+3p+Wz +1, 
Hae)=2?—1. 
fa(2) 


a) Die Transformation w = HG) verwandelt die w-Geraden durch den Anfangs- 


punkt O0 in einen Büschel B} von co! Kurven fünfter Ordnung und sie bildet die kon- 
zentrischen w-Kreise um den Anfangspunkt in einen Büschel B$ von oo! Kurven sechster 
Ordnung ab. Die Gleichungen der beiden Büschel lauten in Polarkoordinaten r, g: 


) ml“ — 2r?(1 + 2 c08?9) — 8 pr cos  — 3]r sing + (q + Ap)[3rt — 2r? cos29—1] 
+ A[r + 2r®(1 + 2sin?9) + 8gr sin  — 3]r cos p = 0 


+ 12r?(p cos  — g sin p) + Br?(p cos? 9 —gq sin? Y) + Ir? + p? — g® 


r® + 6r(rt + 1)(p cosp + qsing) + 6r?r? + p? + 9°) co82 9 + Ir4(p? + q?) 
@ ») 
+ A[r —2r?cos29 +1] = 


*) G. Haenzel, Die Geometrie der linearen Strahlenkongruenz. I., Journ. f. d. reine u. angew. Math. 178 
(1935), 8.91—113; G. Haenzel, Die Geometrie der linearen Strahlenkongruenz. II., Journ. f. d. reine u. angew. 
Math. 175 (1936), S.169—181; G. Haenzel u. F. Reutter, Die Geometrie der linearen Strahlenkongruenz. III, 
Journ. f. d. reine u. angew. Math. 178 (1938), S. 229—262; G. Haenzel, Eine analytische Theorie der Involutionen 
auf der linearen Strahlenkongruenz, Journ. f. d. reine u. angew. Math. 166 (1982), S. 167—181. 
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fr, )+ihkr,g=0. 

Die oo! Kurven fünfter Ordnung des Büschels B} gehen je zweimal durch beide Kreis- 
punkte und sie berühren einander in ihnen. Diese Punkte sind also sechsfache Knotenpunkte 
des Büschels. Der Büschel hat außerdem die drei Nullstellen von f,(z) und die beiden Null- 
stellen von H(z) zu reellen einfachen Knotenpunkten. Seine übrigen acht Knotenpunkte sind 
imaginär und zählen i. a. einfach. Die oo! Kurven sechster Ordnung des Orthogonalbüschels 
B& gehen je dreimal durch beide Kreispunkte. Der Büschel hat nur konjugiert imaginäre 
Knotenpunkte. Jede der oo! Kurven fünfter Ordnung des Büschels B} hat eine Asymptote; 
die oo! Asumptoten bilden den Strahlenbüschel erster Ordnung mit der Gleichung 


y=—Ac—3pi —3g. 


b) Die Transformation w = Bu bildet die Geraden durch den Anfangspunkt 0 der 


w-Ebene auf die oo! Kurven sechster Ordnung eines Büschels B}° ab und die konzen- 
trischen w-Kreise um den Anfangspunkt auf die oo! Kurven sechster Ordnung des ortho- 
gonalen Büschels B3*. Ihre Gleichungen sind: 


(3) ze” + 2r(1 +2 0829) + 8pr? cosp — 1]r sing — (g + Ap)r& [r* + 2r? cos2p — 3] 
ı 


— A[3rt — 2r?(1 + 2 sin?9) — 8gr? sing — 1]r cosp = 0 
(p* + g®)r® + 6r(r* + 1)(p cosp — g sing) + 6r?(p®r? + g?r® + 1) cos2p + 9r* 
(4) B;* + 12r%(p cosp + g sing) + 8rX(p cos®p + q sin?) + Ap® + g*r? +1 
+ Ar®{r —2r?2 cos29 +1] = 0 
oder 
ir, p)+Arhr, =. 


Die oo! Kurven sechster Ordnung des Büschels B}® gehen je dreimal durch beide 
Kreispunkte; die drei Nullstellen von J(z), der Punkt x = y = 0 und die beiden Nullstellen 
von 'H(z) sind die reellen Knotenpunkte des Büschels. Die oo! Kurven sechster Ordnung des 
Orthogonalbüschels B3® sind gleichfalls dreifach zirkular. Der Büschel hat nur imaginäre 
Knotenpunkte. 


e) Die Transformation w 22 verwandelt den Geradenbüschel durch den An- 


fangspunkt der w-Ebene und den Büschel konzentrischer Kreise in zwei zueinander 
orthogonale Büschel B$, B? von dreifach zirkularen Kurven sechster Ordnung mit den 
Gleichungen: 
qr® + %p® + 9? — A)r(rt + 1) sin 9 — (9gr? — 6gr? c082 g)(r? — 1) 
— (p? + 9? —1)r?sinp (6 + 4 sin?p) —gq 
+ Alpr® + 3(p® + g® + 1) (rt + A)r cos + (9pr* + 6pr? c082p) (r? + 1) 
+ (p® + 9° + 1)r® 000p(6 + %008%g) + p] = 0 

(6) B Ir,+iAlrg=0, 


ker) siehe Gleichung (2), jfr,9) siehe Gleichung (4). 
Die wo! Kurven sechster Ordnung des Büschels B$ sind dreifach zirkular; die drei 
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Nullstellen von fz(z) und die drei Nullstellen von J(z) sind die reellen Knotenpunkie des 
Büschels B$; seine restlichen Knotenpunkte sind imaginär. Der Büschel B% besteht gleich- 
falls aus dreifach zirkularen Kurven sechster Ordnung, hat aber nur paarweise koujugiert 
imaginäre Knotenpunkte. Die Kurven beider Büschel haben keine reellen Asymptoten. 


3. Die Transformation 2’ = - tauscht nach Nr. 1 die drei Nullstellen von fz(z) mit 

KK) .„_ Ja _ fake) 

den drei Nullstellen von J(z). Sie vertauscht w H() mit w = zH@) und v = IC) 
mit = Je) Hieraus folgert man mit Hilfe von Nr. 2: 


fa(2) 

Die Spiegelung am Einheitskreise und an der reellen Achse vertauscht die Kurven- 
büschel B} und B% bzw. mit den Kurvenbüscheln Bi® und B3®. Sie führt den Büschel B} 
in sich über, indem sie seine «o! Kurven untereinander vertauscht und in gleicher Weise 
tauscht sie die oo! Kurven des Büschels Bf untereinander aus. Im Büschel B3 bleiben die 
beiden Kurven mit den Parameterwerien A=0, A= w einzeln fest, im Büschel BA die 
Kurven mit den, Parameterwerten A = +1. 


4. Die biquadratische Funktion 
fı(2) = ap2* + Aa,z? + 6az2? + ha + a, 


hat die Hessesche Kovariante H(z) vom vierten Grade und die Jacobische Kovariante 
J(z) vom sechsten Grade sowie zwei Invarianten i, k. Mit Hilfe der Lösungen m,, m,, m; 


der kubischen Resolvente m? 5 m—k= 0 wird J(z) in drei quadratische Faktoren 


9, X, y gespalten: 


(7) H(:) + mıfı(2) SR — 298, H(:) + m.f4(2) ng — 2x? ’ H(:) + mzfı(2) - — 2y8, 
J(2) = 2pyxy- 


Die sechs Nullstellen von J(z) werden dadurch in drei Paare 3,38, 3334 äs3s geordnet. 
Sowohl die vier Nullstellen von f,(z) als auch die vier Nullstellen von H(z) gehen je 
paarweise ineinander über durch Inversion an jedem der drei Kreise über der Ver- 
bindungsstrecke eines Nullstellenpaares von J(z) als Durchmesser und durch Spiegelung 
an diesem Durchmesser). Daraus ergibt sich eine elementargeometrische Konstruktion 
der sechs Nullstellen von J(z) aus denen von f,(z) oder von H(z). Die drei Nullstellen- 
paare von J(z) sind die drei Schnittpunktepaare dreier einander senkrecht schneidender 
Kreise. Die drei durch /,(z) (mit Hilfe der drei Nullstellenpaare von J(z)) gegebenen 
Vertauschungstransformationen bilden mit der Identität die Vierergruppe. 


5. Die vier Nullstellen von f,(z) bestimmen aber nicht nur die soeben geometrisch 
charakterisierten Punktegruppen der Nullstellen von J(z) und H(z), sondern auch die 
gebrochenen rationalen Transformationen, die sich durch Kombination von je zweien 
dieser Formen bilden lassen: 


_ Jıl2) _. /@) _ /@) 
u . m 


a) Erhält /,(z2) die „Normalform‘: 
falz) = 2 + 6a + ip)? +1, 


w 


s) G. Haenzel, Über ganze rationale Funktionen, Sitz.Ber. d. Berl. Math. Ges. 28 (1929), S. 3145. 
Journal für Mathematik. Bd. 185. Heft 2. 11 
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so liegen die drei Nullstellenpaare von J(z) in 0, ©; + 1,—1; + i,— i mit 
— 3a Eu + iP)? 
+ 


Die durch die drei Nullstellenpaare von J(z) bedingten drei Inversionen mit Spiegelungen 
sind dargestellt durch: 


J(:) = 2° —z und PER IE. 2? +1. 


x 


J: 7 = 
s 2 


RE PIE 


Die Transformation w In bildet den Büschel der w-Geraden durch den Anfangs- 


punkt und den Büschel der konzentrischen Kreise um diesen Punkt in zwei ortho- 
gonale Büschel B?, B} von Kurven achter Ordnung ab mit den Gleichungen: 


(9x? + 98? + A)(r* + A)r? cos29 — a(9&? + 98? — A)(rt — 1)r? sin2Y 
(8) B® 1+ 120ßrt + Aal + 30° + 3B2)(rt + 1)r2 0082p + B(322 + 3B°—A)(rt—1)rsin2p 
+ 62 — B? — 3a? + B®)2)r? + (a2 + B®) [rt + 1)? — Art sin?29]} = 0 
[| 78 +21 + 1802 + 18ßB®)rt + 12alr! + A)r? cos29 + 12B(rt — A)r2sin2Y 
Arie +1 + Ars - — (18—107x2 + 10982 + 16a? + B2)%)r! 


12 
tar gl 


y 
(& a8. -+ B2)3 


— 3x? — 3ß?)(r* + 1)r? cos2 


1 
a? + B? 





(1 + 342 + 38®)(r! — 1) r%sin?p — Art sin22g + 1} Br 


Fir, 9) + AH(r, 9) = 0. 


Die oo! Kurven achter Ordnung des Büschels B} und ebenso die ©! Kurven achter 
Ordnung des orthogonalen Büschels Bz sind vierfach zirkular. Die reellen Knotenpunkte 
des Büschels B sind die vier Nullstellen von f,(z) und die vier Nullstellen von H(z). Seine 
übrigen Knotenpunkte sind paarweise konjugiert imaginär. Der Büschel B} hat keine reellen 
Knotenpunkte. 


Durch jede der drei Inversionen er Spiegelungen J,, Ja, Ja geht jede Kurve achter 
Ordnung der Büschel B}, B} in sich über. 


b) Erhält die biquadratische Funktion die Form 
Ka) = "+a® +b? taz +1, 


so liegen die drei Nullstellenpaare von J(z) in +1, —1; A,S; B, , A, B hängen 


algebraisch von a, bab. Die drei Inversionen und Spiegelungen J, haben die Gleichungen: 
(1+4A292—2A „,_ 242 —(1+4®) 


‚= 7 24: —(i +4," (+ AG —24 


ae A 
2 - 
zZ 


Die Transformation w = Ja) bildet die Geraden und Kreise durch bzw. um den 


Jı(2) 
Anfangspunkt der w-Ebene auf zwei Orthogonalbüschel B!, B,': von oo! Kurven zehnter 
bzw. zwölfter Ordnung ab. Die Kurven des Büschels B\” sind fünffach zirkular, die des 





einfa« 
und : 
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Büschels By” sechsfach zirkular. Der Büschel B} hat die vier Nullstellen von f,(z) und 
die sechs Nullstellen von J(z) zu reellen Knotenpunkten, alle übrigen vierzig Knotenpunkie 
sind konjugiert imaginär. Der Büschel B,'* hat nur konjugiert imaginäre Knotenpunkte. 


Durch die drei Inversionen und Spiegelungen J, gehen die beiden orthogonalen 
Kurvenbüschel B!P, Bj in die drei Paare orthogonaler Büschel von Kurven zwölfter 
Ordnung über: 

Be Bi"; Be Bi"; B", u” . 
Durch die drei Transformationen 
PRPRL . . BAR RIEER., _ . in: EEE... — .e.. > o0 
z%,(2)' (242 — (1 + A®)?)/u(2)’ ((1 + A®)z — 2A)? (2) 
werden diese drei Büschelpaare B!?, B;'? von Kurven zwölfter Ordnung je als die Bilder 


der Geraden durch den Anfangspunkt und der Kreise um den Anfangspunkt der w-Ebene 
unmittelbar erhalten. 


Die Kurven sämtlicher Büschel sind sechsfach zirkular. Die drei Kurvenbüschel 
B' haben die vier Nullstellen von f,(z) und die sechs Nullstellen von J(z) zu einfachen 
(reellen) Knotenpunkten. Die «©! Kurven des Büschels B}? haben außerdem den Punkt 

2 

z= 0 zum Doppelpunkt, die oo' Kurven des Büschels B}? den Punkt z = eu und 
a 
4A:+1' 
haben durchweg konjugiert imaginäre Knotenpunkte. 


c) Tritt an Stelle von w = J@) die Transformation 


J«(2) 
J(z) 
w= ——— —-- , a$+b, a,b komplex, 
Id) — aye By * + 4 
so entstehen aus den Geraden und Kreisen durch und um den Anfangspunkt der w-Ebene 
sofort zwei Büschel 





die oo! Kurven des Büschels B}? den Punkt z: Die drei Kurvenbüschel B'!? 


12 12 
Bi, Bo 


zueinander orthogonaler, sechsfach zirkularer Kurven zwölfter Ordnung. Die reellen 
Knotenpunkte des Büschels B{? liegen in den Nullstellen von f,(z) und J(z) sowie in 
©=aundz= b. Die beiden Büschel werden durch die Inversionen und Spiegelungen J, 
in drei weitere Paare von Büscheln 


Bi, Bi”; B}, B2®; Bi, B;" 
je zueinander orthogonaler, sechsfach zirkularer Kurven zwölfter Ordnung verwandelt. 
Die drei Kurvenbüschel Bj? haben — wie Bi? — die Nullstellen von f,(z) und J(z) zu 


einfachen Knotenpunkten, dazu noch jeweils diejenigen beiden Punkte, die aus z= a 
und z = b vermöge der Inversion und Spiegelung J, entstehen. 


Schließlich werde die biquadratische Funktion wieder (wie in Nr. 5a) in der Form 
fake) = = + 6a + iß)a® +1 
angesetzt, so daß J(z) die Form 
J(z) == 2° —z mit einer Nullstelle in o 


annimmt. Außerdem sollen die beiden Punkte z = a, z = b mit ein- und derselben Null- 
11* 
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stelle (2 = &) von J(z) zusammenfallen. 


Unter diesen Umständen reduziert sich der Büschel 35’ unter Abspaltung der 
uneigentlichen Geraden auf einen Büschel von Kurven neunter Ordnung B}, der Büschel 
Bj? auf einen solchen von Kurven zehnter Ordnung B5;!°. Ihre Gleichungen lauten: 


r(sinp + Acosp) + 6Gar’(A cos®p — sin?p + 3 sing cos?p — 34 sin? cosp) 
(10) BE T— 6Pßr”(cos®p + Asin? 9 —3sin?pcosp—3isin Pcos?Y) + 2rdsin4Y(cos + Asing) 
+ 6r?[a(sing — A cosp) + Blcosp + Asinp)] — r(sing + Acosp) = 0 
(11) 3° r2Kr, 9) + AF(r, 9) = 0 
mit 
Jr, 9) = r? — re(2 cos!p + 2sin!p — 3 sin?29) + 1, F(r,p) siehe Gleichung (9). 
Die drei Inversionen und Spiegelungen J; (Nr. 5a) sind dargestellt dureh: 


5 Er ee TER 1 2 Rn 
Jı: 3 Ti Je: 2 SEEN z’ ds: 2 r 2. 


Die beiden Kurvenbüschel B®, B5!° gehen durch J, in sich über; sowohl J, als auch J, 
verwandeln 3 und Bj!° in zwei Büschel zueinander orthogonaler Kurven bzw. zehnter 
Ordnung B®, B/!°. Ihre Gleichungen sind: 


ri co89 — sinp) — 6r”[a(sing + A cosp) — P(cosp — A sinp)] 
(12) BI} T—2rdsin4plcosp + Asinp) — bar?( Acos?p — sin?p + 3sinpcos?P— 3isin?PcosYp) 
— 6ßr?(cos?p — A sin?p — 3 c089 sin?p + 34 sin c08?P) + r(sing — Acosp) = 


(13) Bj Ir®F(r, 9) + Jr, 9) = 


Die Kurven der Kurvenbüschel B}, B? haben die Geraden des Geradenbüschels 
y = Ax zu Asymptoten. Die Kurve mit dem Parameterwert A im Büschel B$ hat die 
Gerade y = — Az zur Asymptote, die Kurve mit dem gleichen Parameterwert A im 
Büschel B? besitzt die Asymptote y= + Az. Mit Hilfe der Nr. 4 ist leicht einzusehen, 
daß die Verwendung der Transformation w = Be an der Stelle von w = a2 nur die- 
«\2 
selben Ergebnisse liefert. 


Mit Rücksicht auf die Kovarianz der benutzten Transformationen und geome- 
trischen Konfigurationen bleiben die angegebenen Eigenschaften der im Abschnitt I A 
erhaltenen zirkularen Kurven und Kurvenbüschel (abgesehen vom asymptotischen Ver- 
halten) invariant gegenüber den linearen Substitutionen der komplexen Ebene. 


B. Zirkulare Kurven der pseudoeuklidischen Ebene. 


6. Die pseudoeuklidische oder dualkomplexe Ebene trägt co? Punkte z= x + ey 
mit e®= + 1. An die Stelle der euklidischen konjugiert imaginären Kreispunkte treten 
die pseudoeuklidischen Fundamentalpunkte bzw. Kreispunkte Z,(1:1:0) und Z,(1:—1:0). 
Die euklidischen Kreise aber sind durch die gleichseitigen Hyperbeln durch ZL,,Z, als 
pseudoeuklidische Kreise zu ersetzen. Dementsprechend ist eine Kurve der pseudo- 
euklidischen Ebene n-fach zirkulär, wenn sie n-mal durch jeden der Punkte Z,, L, hin- 
durchgeht. 

Für ganze rationale Funktionen einer dualkomplexen Veränderlichen z= x + ey 
gilt der Fundamentalsatz der Algebra nicht in der üblichen Form. Die Funktion 
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v=u+te=/()=flz+ ey) 


der dualkomplexen Veränderlichen z verschwindet dann und nur dann, wenn u(x, y) 
und v(z, y) gleichzeitig Null sind. Insbesondere besitzt eine ganze rationale Funktion 
n-ten Grades n? (reelle oder konjugiert komplexe) Nullstellen. Die konjugiert kom- 
plexen Nullstellen finden in der pseudoeuklidischen Ebene keine Darstellung. 

Die Kovarianten ganzer rationaler dualkomplexer Funktionen unterliegen den- 
selben Bildungsgesetzen wie diejenigen der ganzen rationalen komplexen Funktionen, 
und sie bleiben gegenüber den linearen Substitutionen einer dualkomplexen Veränder- 
lichen bis auf ganzzahlige Potenzen der Substitutionsdeterroinante invariant. 


So besitzt die kubische dualkomplexe Funktion 
fs(2) = ag2? + 3a,2? + 3agz + a, 
eine Jacobische Kovariante J(z) vom dritten und eine Hessesche Koväriante H(z) vom 
zweiten Grade. Erhält A(z) die Form 
Hi) = 2? —1, 


so Jäßt sich /z(z) auf die Form 
fsl2) = 2 + Xp + ep)? + 32 + (p + eg) 


bringen. Die Verbindungsstrecke der beiden Nullstellen + 1, —1 von H(z) bestimmt 
die gleichseitige Hyperbel h®? durch Z,, Z, mit der Gleichung 


2—y—=1 
als ihre reelle Hauptachsensehne, und es ergibt sich der Satz: 


Durch Inversion an der gleichseitigen Hyperbel h® und Spiegelung an ihrer reellen 
Hauptachse werden die Nullstellen der dualkomplexen kubischen Funktion mit denen ihrer 
Jacobischen Kovariante vertauscht. 


7. Die Funktion w = Be verwandelt die ©! Geraden durch den Anfangspunkt 


der w-Ebene und die co! (mit ZL,,Z, inzidenten) gleichseitigen Hyperbeln mit diesem 
Mittelpunkt in zwei pseudoeuklidisch orthogonale Büschel 33, B$ von Kurven fünfter 
bzw. sechster Ordnung. Die Gleichungen der beiden Büschel lauten in pseudoeuklidischen 
Polarkoordinaten o, t (x = p&oft, y = p&int): 


(14) Bi| [o* PN 20%(1 +2 &oj?t) en 8po Eojt — 3]o Sint + (q + ip) [30* > 20°E0j2:—1] 
+ A[o* + 201 — 2 Sin?) — 8ge Sint — 3]oCoft = 0 
o® + 6elo* + 1)(pEojt — g Sint) + 60%(o? + p? — gq?) Eof2t + 9e4p?—q?) 
(15) » + 120%p Eojt + gSint) + 8o%(p Eoftt — q Sin?) + 90? + p? — q? 
+ A[o* — 29? Eof2t + 1] = 0 
oder 
fe) +ihke,ı)=0. 


Die Transformation w = 2, d.h. die Inversion an der Hyperbel h? und die Spiegelung 


an ihrer reellen Hauptachse verwandelt nach dem letzten Satz der Nr.6 die Trans- 


formation w = En inw= m . 


Dabei gehen die beiden Kurvenbüschel B}, B% in 
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zwei zueinander pseudoeuklidisch orthogonale Büschel B/®, B}$ von Kurven sechster Ord- 

nung über mit den Gleichungen: 

(16) Bee + 2021 + 2 Eof?t) + 8pe? Eoft — 1]e Sine —Iq + Ap)oAr* + 20%Eof2t — 3) 
' — I[30! — 1 — 2 Sin?) — Bgo? Sint — 1]e Eoft = 0 


(p? — q2)o® + Gele! + 1)p Eoft + gSint) + 6o*p*g® — g?o? + 1) Eof2t+90* 
(17) B;® + 120% p Eoft — gSint) + Bo?lp Eofft + g Sind) + Ap? — q%)o? +1 
+ Ao®[o* — 20? Eofj2t +1] = 0 


oder 
eo, t) + Zo®hlo, !)=V. 


Die ©! Kurven fünfter Ordnung des Büschels B} haben Spitzen in beiden Fundamental- 
punkten L,, L, und sie berühren alle einander in diesen Spützen; sie haben vier gemeinsame 
Asymptoten mit den Gleichungen 


y=r-+1, y=—ı-l, y-= 2—1, y=—ı-—l. 


Außerdem besitzt jede Kurve des Büschels B} eine eigene Asymptote mit der Gleichung 
y=— Ar —3pl —3g; diese oo! fünften Asymptoten bilden also einen Strahlenbüschel 
erster Ordnung. Die beiden Fundamentalpunkte zählen als Knotenpunkte des Büschels B} 
je sechsfach. Zu ihnen treten als weitere Knotenpukte die neun Nullstellen von fz(2) — 
ihre Realitätsverhältnisse hängen von den Koeffizienten p und g ab — und die vier Null- 
stellen von H(2). 


Die oo! Kurven sechster Ordnung des orthogonalen Büschels B} sind dreifach zirkular, 
sie haben zwei Tripel gemeinsamer (reeller oder konjugiert imaginärer) je paralleler Asym- 
ptoten mit den Gleichungen y= +2 + u, (i=1,2,3). Außer den beiden Fundamental- 
punkten, deren jeder neunfacher Knotenpunkt ist, hat der Büschel achtzehn weitere Knoten- 
punkte, deren Realitätsverhältnisse von den Koeffizienten p, q abhängen. 


Die oo! Kurven sechster Ordnung des Büschels B}® besitzen zwei Tripel gemeinsamer, 
je paralleler Asymptoten mit den Gleichungen y= x + uw, (i=1,2,3). Die Knoten- 
punkte des Büschels B}® sind die beiden je neunfach zählenden Fundamentalpunkte, die 
neun Nullstellen von J(z), deren Realitätsverhältnisse von p und g abhängen und die neun 
Nullstellen von zH(z), nämlich fünf reelle und zwei Paare konjugiert imaginäre. 


Die oo! Kurven sechster Ordnung des orthogonalen Büschels B’} sind dreifach zirkular. 
Ihre gemeinsamen Asymptoten und Knotenpunkte bilden gleiche Konfigurationen wie beim 
Büschel B&. 
8. Die n Größen 
z =. +9, v=123...,% 
sollen n reelle oder paarweise konjugiert imaginäre Punkte der duaikomplexen (pseudo- 
euklidischen) Ebene bezeichnen; für die x, und die y, sind also gewöhnliche komplexe 


Zahlen zugelassen. Eine ganze rationale Funktion n-ten Grades kann dann in der dual- 
komplexen Ebene als Produkt von n Linearfaktoren dargestellt werden: 


In) = He—2)=uny)+ ea, y). 


Durch n Nullstellen einer Funktion n-ten Grades sind ihre n(n — 1) übrigen Nullstellen 
bestimmt als die restlichen Schnittpunkte der beiden Kurven u(r, y) = 0 und v(z,y)=0. 
Der Kurvenbüschel B} (Nr. 7) und sein pseudoeuklidischer Orthogonalbüschel B$ sind 
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somit durch drei Punkte als Nullstellen von /,(z) bestimmt; mindestens einer der drei 
Punkte muß reell sein. Sie bedingen die übrigen sechs Nullstellen von f,(z) und damit 
auch diejenigen von H(z). Die involutorische Transformation J, bestehend aus der In- 
version an der Hyperbel h®? und der Spiegelung an ihrer Hauptachse, hat die Nullstellen 
von H(z) zu Fixpunkten. 

Die Transformation 
— /ı(2) 
J(2) 
verwandelt die oo! Geraden durch den Anfangspunkt der w-Ebene und die «0! (mit 
L,, La inzidenten) gleichseitigen Hyperbeln mit diesem Mittelpunkte in zwei zueinander 
pseudoeuklidisch orthogonale Büschel B3 und B} von Kurven sechster Ordnung. Die 
Gleichungen dieser Kurvenbüschel lauten: 


ge® + 3(p? — q? — 1)(e* + No Sint — (990? — 6go? Eof2t)(o® — 1) 
+ (p? — q? — 1)o? Sinı(6 — 4 Sin?) —gq 
+ A[pe® + 3(p® — g? + 1)(e* + 1)e Eoft + (9pe* + 6pe* Eoj2t)(o? + 1) 
+ (pP — g? + 1)0° Coft(6 + 4 Cof*t) + p] = 0 
(19) B} Ko,t)+ Alo)=0, 
/(o,t) siehe Gleichung (15), j(e,t) siehe Gleichung (17). 


w 


(18) B; 


Die oo! Kurven sechster Ordnung des Büschels B3 und des Büschels BA sind dreifach 
zirkular. Jede Kurve besitzt zwei Tripel von je drei einander parallelen Asymptoten mit den 
Gleichungen y= +2 + u (i=1,2,3). In jedem Tripel ist mindestens eine Asymptote 
reell. 


Jeder der beiden Fundamentalpunrkte L,, L, ist neunfacher Knotenpunkt des Büschels 
B}. Die übrigen Knotenpunkte dieses Büschels sind die neun Nullstellen von fz(z) und die 
neun Nullstellen von J(z); ihre Realitätsverhältnisse hängen von den Koeffizienten p,g ab. 
Der Büschel B® hat außer den beiden je neunfach zählenden Fundamentalpunkten keine 
reellen Knotenpunkte. 


Die Inversion an der gleichseitigen Hyperbel h? nebst der Spiegelung an ihrer Haupt- 
achse führt jeden der beiden Büschel B}, B} in sich über, wobei die Kurven jedes Büschels 
untereinander vertauscht werden. Dagegen werden die beiden Kurven B}, B} bzw. mit den 
beiden Kurvenbüscheln B/®, B3® vertauscht. 


9. Die biquadratische Funktion w = f,(z) der dualkomplexen Ebene hat die Hesse- 
sche Kovariante H(z) vom vierten und die Jacobische Kovariante J(z) vom sechsten 
Grade. Es ergeben sich drei Nullstellenpaare 3,32, 3334 353, von J(z), die zu drei verschie- 
denen quadratischen Faktoren von J(z) gehören. Stets ist eines von diesen Punktepaaren 
imaginär, die beiden anderen reell. Die drei Verbindungsstrecken der drei Punktepaare 
bestimmen drei mit ZL,, Z, inzidente gleichseitige Hyperbeln als deren Achsensehnen. Die 
drei Inversionen an den drei Hyperbeln nebst den Spiegelungen an den zugehörigen 
Hyperbelachsen stellen drei involutorische Transformationen J,, J3, Js der dualkomplexen 
Ebene dar. Sie bilden mit der Identität eine Vierergruppe. Jede der drei Transforma- 
tionen J,, Ja, Js führt f,(z) und H(z) je durch Vertauschung ihrer Nullstellen in sich über 
und sie verwandelt J(z) in sich, indem sie zwei seiner Nullstellen fest läßt und die anderen 


vertauscht. Wegen f,(z) = DL, (z — z,) ist die Gesamtkonfiguration durch vier Punkte der 


dualkomplexen Ebene bestimmt. Als biquadratische dualkomplexe Normalform bezeichnen 
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fa(2) = + + 6la + eß)? +1 


1 (a + em? 


2 —— En 
Hd, 


= a Fixpunkte in +1, —1; 
z 


= 4, Fixpunkte in + ie, —ies; 


Js: = —z, Fixpunkte in 0, 


Die vier gegebenen Nullstellen z, von f,(z) bedingen aber nicht nur die beschriebene 
Konfiguration, sondern auch die drei gebrochenen rationalen Transformationen der dual- 
komplexen Ebene, die sich durch Kombination von je zweien der drei Formen f4(z), 
H(z), J(z) bilden lassen: 


I«(2) J(z) 


v7 Vera, W 


H(2)' J«(2) 
> 2) 


a) Die Transformation w = verwandelt den Geradenbüschel durch den An- 


fangspunkt w = 0 und den Be der (mit Z,, Z, inzidenten) gleichseitigen Hyperbeln 
mit diesem Mittelpunkte in zwei zueinander (pseudoeuklidisch) orthogonale Büschel 
B}, B} von Kurven achter Ordnung mit den Gleichungen: 
B(9&? — 98? + 1)(o* + 1)0? Eof2: — (9x? — 98? — 1)(o* — 1)o? Sin2t + 12xßo* 
(20) B}3 + Alali + 30? — 382)(o* + 1)e? Eof2t — B(3x? — 38? — 1)(e* — 1)eSin2t 
+ lat + B2— 3a — Bet + (u? — BYfe* + 1}? + 4g*Sin?2r)] = 0 
e® + 12x(0* + 1)0? Eof 2: — 12B(0* — 1)o? Sin2t 
+ 2(1 + 18%? — 1882)o* + dot Sin?2t + 1 
2 PR (18 — 1072 — 1098? + 162(&? — B2)?)o* 
(lt — 30? + 3B®)(o* + 1) 0? Eof2t 





(1 + 302 — 38%) (0° — 1)o?Sin2t + ot Sin®2t + | > 


F(e,t) + AH(o,ı)=0. 


Die «! Kurven achter Ordnung des Büschels B} und ebenso die oo! Kurven achter 
Ordnung des pseudoeuklidischen Orthogonalbüschels B3 sind vierfach zirkular. Jede Kurve 
beider Büschel besitzt zwei Quadrupel untereinander je paralleler Asymptoten mit den Glei- 
chungen y= +2+ m(i=1,2,3,4), deren Realität von den Koeffizienten von f,(z) und 
vom Büschelparameter A abhängt. Durch jede der drei Inversionen und Spiegelungen J,, 
Ja, Ja geht jede Kurve achter Ordnung beider Büschel in sich über. 


b) Die Transformation w = ae FE bildet den Geradenbüschel iv = 0 und den Büschel 


gleichseitiger Hyperbeln durch Z,, Z, mit diesem Mittelpunkte auf einen Büschel von 
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fünffach zirkularen Kurven zehnter Ordnung Bj” und auf einen Büschel von sechsfach 
zirkularen Kurven zwölfter Ordnung B;" ab. Durch die drei Inversionen nebst Spiege- 
Jungen J; gehen die beiden zueinander pseudoeuklidisch orthogonalen Kurvenbüschel 
B, Bj in die drei Paare von Büscheln pseudoeuklidisch orthogonaler, sechsfach zir- 
kularer Kurven zwölfter Ordnung über: 


B", Bi"; Be, Bi"; Bw, Bi8, 
Die Substitution J; führe den Punkt co in z,'über und es bezeichne A, die zugehörige 
Substitutionsdeterminante. Dann werden durch die drei Transformationen 
4, Je) 
a" 
die drei Büschelpaare B!?, B;'* von Kurven zwölfter Ordnung unmittelbar als die Bilder 


des Geradenbüschels w = 0 und des Büschels gleichseitiger Hyperbeln durch Z,, Z, mit 
diesem Mittelpunkte erhalten. 


w =1,2,3, 


c) Tritt an die Stelle von w = Ja die Transformation 


J«(2) 
v_= J(2) 
fız)(z — a)(z — b)' 
so entstehen aus den Geraden und gleichseitigen Hyperbeln durch und um den Anfangs- 
punkt unmittelbar zwei Büschel 





Bi, Bi 

zueinander pseudoeuklidisch orthogonaler sechsfach zirkularer Kurven zwölfter Ordnung. 
Sie besitzen 36-fache Knotenpunkte in den Fundamentalpunkten Z,, L, und einfache 
Knotenpunkte in den 36 Nullstellen von J(z) und den 36 Nullstellen von f,(z)(”—a)(2—). 
Sie werden durch die drei Inversionen und Spiegelungen J, wie oben unter b) in die drei 
weiteren Paare von Büscheln 


Bu, m 0, Bi, ap, Be 


zueinander pseudoeuklidisch orthogonaler sechsfach zirkularer Kurven zwölfter Ordnung 
verwandelt. Während die Nullstellen von f,(z) und J(z) ihre Rolle als Knotenpunkte 
auch für diese Kurvenbüschel beibehalten, gehen die Punkte a und 5 durch J, in die 
neuen Knotenpunkte a,, b, dieser Büschel über. 


Die biquadratische Funktion habe — wie vorhin — die Form 
Jılz) = +68 + ef)? +1 mit Je)= 2° —z. 
Dabei sei jetzt a = b und falle mit einer Nullstelle (2 = «) von J(z) zusammen. Unter diesen 
Umständen reduziert sich der Büschel Bj? auf einen Büschel von Kurven neunter Ord- 
nung B3 und B}'? auf einen Büschel von Kurven zehnter Ordnung B;:°. Ihre Gleichungen 
lauten: 
eSint + AECoft) + 6ao(Sintt + A Eoftr + 3 Sint Eoftt + 34 Sintt Eoft) 
(22) BI — 6Bo”(Cofft + ASindt +3 Sin? Eoft + 34 Sin Eoftt) + 20° Sin4t(Coft + ASint) 
+ 60% (Sint — A Eoft) + BlCoft — ASint)] — e(lSint + ACoft) = 0 
(23) By ge, 1) + AF(e, t) = 0 
mit 
Journal für Mathematik. Bd. 185. Heft 2. 
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Ko,t) = 0® — 02 Eoftt + 2Sintt + 3Sin?2i) + 1, F(o,t) siehe Gleichung (21). 


Jeder dieser beiden Kurvenbüschel geht durch J, in sich über. Sowohl J, als J, 
verwandeln 3% und B;!° in zwei Büschel zueinander pseudoeuklidisch orthogonaler 
Kurven neunter bzw. zehnter Ordnung B? bzw. B/!°. Ihre Gleichungen sind: 


oA Evi t — Sint) — 6o’[a(Sint + A Eoft) — BlEvft + ASinz)] 
(24) B} 3 — 205 Sindt(Eoft — A Sint) — 6x0 Sin? + A Eojdt + 3 Sint Eoj?t + 34 Sin?t Eojt) 
— 6BoHEoftt — ASin?t + 3 Eoft Sintt — 34 Sint Eof?t) + o (Sint —AEojt) = 0 


(25) Bj o®F(o,1) + Alle, ı)=0. 


Die &! Kurven neunter Ordnung des Kurvenbüschels B} haben zwei Quadrupel je 
untereinander paralleler gemeinsamer Asymptoten mit den Gleichungen y= Lt+ m 
(i=1,2,3,4). Die Realitätsverhältnisse der Asymptoten hängen von den Koeffizienten von 
fı(2) ab. Daneben besitzt jede Kurve des Büschels eine weitere eigene Asymptote mit der 
Gleichung y = — Ax, wo A der Parameterwert der Kurve ist. 


Die co! Kurven zehnter Ordnung des Kurvenbüschels B,!° haben sechs gemeinsame 
reelle Asymptoten, die sich auf zwei Tripel je parulleler Geraden mit den Gleichungen 
y= tx2+ u, verteilen, und vier paarweise parallele konjugiert imaginäre Asymptoten. 


Die oo! Kurven neunter Ordnung des Büschels B} haben zwei Quadrupel je unterein- 
ander paralleler paarweise konjugiert imaginärer Asymptoten gemein. Daneben besitzt jede 
Kurve des Büschels B\ eine eigene Asymptote y = A. 


Die oo! Kurven des Büschels B}"° besitzen zwei Quintupel je untereinander paralleler 
gemeinsamer Asymptoten, deren Realitätsverhältnisse von den Koeffizienten von f,(z) ab- 
hängen. 

Aus Nr. 9 ist leicht zu folgern, daß die Verwendung der Transformation w = FE 

J(z) 


Jı(2) 

10. Die im Abschnitt I behandelten dreifach zirkularen Kurven sechster Ordnung 
(Nr. 2,3, 7,8) der komplexen wie der dualkomplexen Ebene sind vom Geschlechte vier; 
außer den Fundamentalpunkten haben sie i. a. keine Doppelpunkte oder mehrfachen 
Punkte. Nun enthält ein Büschel von Kurven n-ter Ordnung 3(n — 1)? Kurven mit 


Doppelpunkten®). Durch jeden s-fachen Basispunkt, in dem die Kurven einander nicht 
berühren, wird diese Zahl um (s — 1) (3s + 1) verringert”). Hieraus folgt: 


Die behandelten dreifach zirkularen Kurven sechster Ordnung sind i. a. vom Geschlecht 
vier. In jedem Büschel B® solcher Kurven liegen jedoch eine Anzahl Kurven C,, niederen 
Geschlechts. Die sie kennzeichnenden Werte A, des Büschelparameters A genügen einer alge- 
braischen Gleichung vom 35.Grade R(}) = 0. Die Kurven mit diesen Parameterwerten 
sind i. a. vom Geschlecht drei mit je einem Doppelpunkt außerhalb der Fundamentalpunkte; 
jedoch können auch Kurven mit 2, 3 oder 4 solchen Doppelpunkten auftreten®) bis herunter 
zum Geschlecht Null. 


an der Stelle von w = nur die gleichen Ergebnisse liefert. 


*) Steiner, Allgemeine Eigenschaften der algebraischen Kurven, Journal f. d. reine u. angew. Math. 47 (1848), 
S.1—6, Ges. Werke Bd. II, S. 495. 

?) Cremona, Annal. di mat. (1) 6, (1864), S. 153. 

®) Die Bedingungen für das Auftreten von Kurven mit mehreren Doppelpunkten in einem Büschel von Kurven 
"-ter Ordnung wurden von Cayley aufgestellt, Cambr. Transactions 11 (1863), 8. 21. 
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Enthält die Büschelgleichung nur gerade Potenzen von x und y, so haben die 
Kurven mit den ausgezeichneten Parameterwerten A, je vier Doppelpunkte außerhalb 
der Knotenpunkte des Büschels, sind also rational. Die Wurzeln der Gleichung R(}) = 0 
können teilweise zusammenfallen oder der Grad kann infolge Ausfalls einzelner Koeffi- 
zienten sinken. 


II. Konjugierte Büschel von Regelflächen sechsten, achten, zehnten und zwölften Grades 
in der linearen Kongruenz. 


11. Die elliptische lineare Kongruenz sei durch die Gleichungen dargestellt: 
PR—-P=0I, pP —Pp=). 
Die Plückersche Fundamentalbeziehung der Plückerschen Linienkoordinaten 
p(i=1,2,...,6) 


nimmt dann die Form 


ps + ps + pır = 0 


an und verwandelt sich durch p, = 23, + 2, Pa = 23 — Zu Ps = Tu Ps = x, und — =$, 
“ 


2- N, = = in die Kugel 


P+t+l=1. 
Bei nachfolgender stereographischer Projektion der letzteren aus dem Projektions- 
zentrum £&=n=0, {= 1 werden insgesamt die oo? Strahlen der elliptischen linearen 
Kongruenz auf die oo? Punkte der euklidischen (komplexen) Ebene umkehrbar ein- 
deutig abgebildet, nämlich 


Ban - ng. TR Bd zy. 
Pa % Ta 

Soll umgekehrt der einem Punkte P(x, y) zugeordnete Kongruenzstrahl bestimmt werden, 
so sind die beiden Kongruenzgleichungen und die Plückerschen Fundamentalbeziehungen 
heranzuziehen. Dem unendlichfernen Kongruenzstrahle p,: pa: Pa: Pa: Ps: Ps = 1:0:0:0:0:0 
entspricht die uneigentliche Gerade x, = 0 der Bildebene. Ihre imaginären Kreispunkte 
Jı(1:1:0), Ja(1: — i:0) sind die singulären Punkte der Abbildung; ihnen entsprechen je 
die oo! Strahlen zweier konjugiert imaginärer Kongruenzstrahlenbüschel erster Ordnung. 
Im übrigen werden die einscharig in der Kongruenz enthaltenen Regelflächen zweiten 
Grades auf die Kreise der Ebene abgebildet, die Strahlenparaboloide auf die Geraden. 


Die hyperbolische lineare Kongruenz sei durch die Gleichungen gegeben: 
P—-P=0, BP +tp=0. 
Die Plückersche Fundamentalbeziehung ergibt hier: 
PP —PM—Pır=0. 
Die hyperbolische Kongruenz verwandelt sich daher in das Strahlenhyperboloid 
e— +l=1. 
Bei anschließender stereographischer Projektion wird die hyperbolische Kongruenz auf 
die pseudoeuklidische (dualkomplexe) Ebene mit den Fundamentalpunkten Z,(1:1:0), 


L,(1:— 1:0) abgebildet, so daß — wie bekannt — die gleichseitigen Hyperbeln durch 


L,,L, an die Stelle der Kreise treten. 
12* 
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12. Eine nicht durch den unendlichfernen Kongruenzstrahl gehende Regelschar 
n-ter Ordnung der Kongruenz entspricht umkehrbar eindeutig einer ebenen Kurve n-ter 
Ordnung. Sie geht «-mal durch den Fundamentalpunkt J,, ß-mal durch den Fundamental- 
punkt J,, wobei + ß = n ist, und enthält keine weiteren Punkte der uneigentlichen 
Geraden. Geht eine Regelschar der Kongruenz k-mal durch den unendlichfernen 
Kongruenzstrahl, so zerfällt ihr Bild in eine Kurve (n — k)-ter Ordnung und die 
k-fache uneigentliche Gerade. Die Kurve geht «-mal durch J,, ö-mal durch J, mit 
&+ß=n—.k und schneidet die uneigentliche Gerade in k weiteren (reellen oder kon- 
jugiert imaginären) Punkten. Mittels einer automorphen Kollineation der Kongruenz läßt 
sich der unendlichferne Kongruenzstrahl durch jeden anderen Strahl a ersetzen, Jede 


Regelschar n-ter Ordnung, für dex=ß= 3 ist, läßt sich als vollständiger Schnitt der 


linearen Kongruenz mit’ einem Strahlenkomplex vom Grade 5 darstellen. 


Es gibt zwei verschiedene Arten von Involutionen auf der linearen Kongruenz; 
konjugierte Strahlen solcher Involutionen sind reziproke Polaren im polaren Raume 
einer Fläche zweiten Grades. Ist die Fläche zweiten Grades einscharig in der linearen 
Kongruenz enthalten, so heißt die Involution eine primäre. Liegt die Fläche zweiten 
Grades dagegen beidscharig involutorisch im geschart involutorischen Raume der Kon- 
gruenz, so ist die Involution eine sekundäre?). In der (euklidischen oder pseudoeukli- 
dischen) Bildebene der (elliptischen oder hyperbolischen) Kongruenz entsprechen den 
primären und sekundären Involutionen der Kongruenz die beiden Arten involutorischer 
Cremonatransformationen !°). Konjugierte Strahlen einer primären Involution sind ab- 
gebildet auf inverse Punkte bzgl. eines (euklidischen oder pseudoeuklidischen) Kreises. 
Füreinander polarinvariante Regelflächen zweiten Grades der Kongruenz entsprechen 
zueinander orthogonalen Kreisen der Bildebene. Die co! Kongruenzrichtungen durch 
einen gegebenen Kongruenzstrahl s sind paarweise konjugiert und bilden in dieser An- 
ordnung eine Involution konjugierter Richtungen. Zwei konjugierte Kongruenzrich- 
tungen entsprechen zwei zueinander senkrechten Richtungen in der,Bildebene. Führen 
zwei Regelscharen R,, R, der linearen Kongruenz in zwei konjugierten Richtungen durch 
s, 50 ist jede die Regelschar R, längs s berührende Regelschar zweiter Ordnung für jede 
die Regelschar R, längs s berührende Regelschar zweiter Ordnung polarinvariant !!). 

Zwei primäre Involutionen, bedingt durch zwei für einander polarinvariante Regel- 
scharen zweiter Ordnung, haben eine sekundäre Involution zur Resultierenden !°). In der 
Bildebene resultiert aus den beiden entsprechenden Inversionen an zwei zueinander 
orthogonalen Kreisen eine involutorische Cremonatransformation zweiter Art. Die In- 
version an einem Kreise h? und die Spiegelung an einem Durchmesser stellen also eine 
solche sekundäre Involution dar, als die Resultierende aus einer primären Involution 
bedingt durch ein Strahlenhyperboloid H? und einer zweiten primären Involution be- 
dingt durch ein für #®? polarinvariantes Strahlenparaboloid. 


A. Die elliptische lineare Kongruenz. 


13. Die Fig. 1 gibt unter dem Gesichtspunkt der Abbildung der Kongruenz zu fol- 
genden Überlegungen Anlaß: 


®) 8. Jolles, Die Involutionen auf einer linearen Strahlenkongruenz, Math. Ztschr. 27 (1928), S. 427. 

2°) G, Haenzel, Die Geometrie der linearen Strahlenkongruenz. I., Abschn. I, insbes. A u. B, Journ. f. d. reine 
u. angew. Math. 178 (1936), S. 91. 

11) G. Haenzel, Die Geometrie der lin. Strahlenkongruenz. II.. Abschn. IV, Journ. f. d. reine u. angew. Math. 
175 (1986), S. 169. 
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Zwei windschiefe Kongruenzstrahlen z;, 217 bestimmen einen Büschel AR’ von Regel- 
scharen zweiter Ordnung der Kongruenz. (Bild: Der Kreisbüschel durch zı, 211.) Die 
Basiskurve des Büschels besteht aus 2;, 21, und den Leitgeraden der Kongruenz. Für die 
oo! Flächen des Büschels A’ sind die oo! Regelscharen zweiter Ordnung des konjugierten 
Büschels #’’ der Kongruenz polarinvariant. (Bild: Der orthogonale Kreisbüschel.) Eine 
herausgegriffene Regelschar R? (Bild: Der Kreis R*) des Büschels AR’ wird von irgend 
drei Regelscharen R?, R3, R2 des konjugierten Büschels R’ in den Strahlenpaaren z,,3,; 
29, 32; Z3, 33 geschnitten. Offensichtlich entsprechen die Kongruenzstrahlen z,, 24, 2, den 
Nullstellen einer kubischen Funktion f,(z), die Kongruenzstrahlen 3,, 32, 33 den Null- 
stellen ihrer Jacobischen Kovariante H(z) (Nr.1). Die Regelscharen R%, #3, 0; haben 
die drei apollonischen Kreise des Dreiecks z,232, zu Bildern, die Regelschar R® den Um- 
kreis dieses Dreiecks. Die Inversion am Kreise R® und die Spiegelung an seinem Durch- 
messer P = zızıı stellen eine sekundäre Involution J dar als Resultierende einer pri- 
mären Involution ‚bedingt durch ein Strahlenhyperboloid H? und einer zweiten primären 
Involution bedingt durch das für #? polarinvariante Strahlenparaboloid P® durch zı2ıı. 
Die analytische Darstellung der sekundären Involution J lautet in Linienkoordinaten '?): 


oPı = — Pa OP = — Pr» Ps = — Pas OPs = Pe: 
Die sekundäre 'Involution J hat die beiden reellen Geraden 
24:0: —1:0:4), 11:0: 1: —1:0:—1) 
mit den Bildpunkten z;, 21, und die beiden konjugiert imaginären 
Jı (1:i:0:4:::0), ja (1: —i:0:41: —i:0) 
zu Doppelstrahlen. 


Nach Nr. 12 sind die beiden Paare zueinander orthogonaler Kurvenbüschel (Nr.2a, b) 
Bi, By und B}*, B,® (Gleichungen (1)—{(4)) die Bilder zweier Paare von Büscheln kon- 
jugierter Regelscharen sechster Ordnung. Die z-Achse des kartesischen Koordinaten- 


12) G, Haenzel, Eine analytische Theorie der Involutionen auf der lin. Strahlenkongruenz, Journ. f. d. reine 
u. ängew. Math. 166 (1932), S.161. Die Abhandlung enthält die analytische Klassifikation aller Involutionen auf 
der linearen Kongruenz sowie ihre Normaldarstellungen. 
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systems falle mit dem Hauptstrahl, die zy-Ebene mit der Fluchtebene der Kongruenz 
zusammen. Die vier Büschel von Flächen sechsten Grades haben dann die Gleichungen: 


[22 — yJ[3(1 + 22)? + 2(22— y)? + 6(2 + 92)? — (2? + y)?—8p(z + yz)(1 + 29)] 
(26) BT + Az + ya) [31 + 229? —6(22—y)?— 22 + y2)?—(2?+ y2)?+8g(2z2—y)(1 + 22)] 
+ (ip + (1 + 22 [32? + yÜ?— (1 + 22)? + 22 — y)? — 22 — yz)?] = 0 

(2? + y2)? +(p? + gE)(1 + 22)? — plz + yz)? + Sglzz — y)? 

+ Kz? + y2lı +2 [(p? + 72? +y%) +(1+ 22] 
— 6[p(z + y2)+ alzz — y)Jl(z?+ y%)?+(1+ 2°] 
+6[(2°— y?)(1 — 2?) + 42yz][(p® + gi +29) + (2? + y9)] 
— 12(2? + yY(1 + U) [plz + yz) — (zz — Y)] 
+ M(a? + y9? + Az — y)? — Az + ya)? + (1 + Z2)X1 + 29) = 0 





Iz, Y, 2) + AA + 2)®h(x, Y, 2) = 0, 
(22 — y)[32?+y9)?— (1 + 22)? + 222 — y)?+6(2+ yz)? —Bp(x?+ y®)(z+ yz)] 
(28) Bi —Mx+ yz)[32?+ y)?—(1 + 22)°—6(22—y)?—2%M2+ yz)?—8g(2? + yı(zz—y)] 
+ (g— Ap)(2® + yallz? + y2)? — 31 + 22)? — 222 — y)? + x + yz)?] = 0 


(p* + g)(z? + y?)? — 8p(z + 2)? — 8glzz — y)’ + (1 + 2°)? 
+ X? + yEll +2) [(p? + ll + 22) + (a? +99] 
— 6[plz + y2) — (zz — Y)l(=® + y? +1 + 29)°] 
+ 6f(2? — y?) (1 — 2?) + Azyzjf(1 + 2%) + (p® + g®)(2? + y?)] 
— 122? + y®(1 + zB [plz + yz) + qlaz — y)] 
+ Aa? + y9? + Axz — y)? + (1 + 22a + y?) = 0 


(29) B,* 





oder 

iz, y,2) + Aa? + y?) h(z, y,2) = 0. 
Die Koeffizienten p und g hängen rational von den Koordinaten der Kongruenzstrahlen 
2, 29, 23 ab. 


14. Die Ausführungen der Nr. 1—3, 11—13 führen jetzt ohne Schwierigkeit auf 
folgende Theoreme der elliptischen linearen Kongruenz: 

Drei windschiefe Kongruenzstrahlen z,, 23, 2, bestimmen — zusammen mit dem unend- 
lichfernen Strahl der Kongruenz — einen Büschel B\ von oo! Regelflächen sechsten Grades 
(Gleichung (26)). Die Flächen haben die Leitgeraden der Kongruenz zu (konjugiert ima- 
ginären) dreifachen Leitgeraden. Auf jeder Leitgeraden hat jede Fläche zwölf imaginäre 
Kuspidalpunkte. Die Regelscharen der Flächen gehen durch die Kongruerzstrahlen z,, 2a, 23, 
durch die reellen Deckstrahlen zı, zıı der sekundären Involution J und durch den unendlich- 
fernen Kongruenzstrahl. Diese Strahlen sind die sechs reellen Knotenstrahlen des Büschels. 
Achtzehn Knotenstrahlen entfallen auf die beiden Leügeraden. Die übrigen zwölf Knoten- 
strahlen sind sechs Paare konjugiert imaginärer Kongruenzstrahlen zweiter Art, darunter 
die konjugiert imaginären Deckstrahlen j,, ja der sekundären Involution J. Jede Fläche des 
Büschels B? hat ein (in der Kongruenz einscharig enthaltenes) Strahlenparaboloid zur 
Asymptotenfläche. Diese oo! Asympitotenflächen bilden einen Büschel von Strahlenpara- 
boloiden; sein Basisvierseit besteht aus den Leitgeraden, dem unendlichfernen Kongruenz- 
strahle und einem weiteren Kongruenzstrahle k, der im Falle p = gq = 0 mit dem Haupt- 
strahle der Kongruenz zusammenfällt. 
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Jede der oo! Regelflächen des Büschels B} wird von den oo! Regelflächen sechsten 
Grades eines zweiten Büschels Bz längs ihrer Regelstrahlen in konjugierten Richtungen 
geschnitten. Jede Fläche des Büschels By hat gleichfalls die beiden Leitgeraden der Kon- 
gruenz zu dreifachen Leitgeraden und besitzt auf jeder von ihnen zwölf imaginäre Kuspidal- 
punkte. Im übrigen hat der Büschel B} neun Paare konjugiert imaginärer Kongruenz- 
strahlen zweiter Art zu Knotenstrahlen. 


Durch 5 (n + 3)— 1 Punkte ?, der Ebene gehen wo! algebraische Kurven n-ter 


(n a... med weiteren Punkten Q, und bilden 
einen Büschel mit n? Knotenpunkten P,+0Q,. Die Punkte P, heißen die bestimmenden 
Punkte, die Q, die notwendigen‘). Für die lineare Kongruenz ist in diesem Zusammen- 
hange zu folgern: 


3» 3 — 1 Kongruenzstrahlen bestimmen bei geradem n einen Büschel von co‘ Regel- 


Ordnung; sie schneiden einander in 


flächen n-ten Grades der Kongruenz. Die Flächen haben beide Leitgeraden der Kongruenz zu 


zrfachen Leitgeraden mit je 5 (n — 2) Kuspidalpunkten. Sie haben außerdem zn —3) +1 


reelle oder konjugiert imaginäre Kongruenzstrahlen gemein, so daß der Büschel außer den 
beiden Leitgeraden, deren jede einen Knotenstrahl vom Gewicht -. darstellt, > Kongruenz- 
strahlen als Knotenstrahlen besitzt. Durch jeden anderen reellen Kongruenzstrahl geht eine 
Regelschar des Büschels. 

Ein Büschel von Regelflächen sechsten Grades mit zwei dreifachen Leitgeraden 
ist also durch acht Regelstrahlen bestimmt. In dem obigen Satze reichen die drei Regel- 
strahlen z,, 25, 23 zusammen mit dem unendlichfernen Kongruenzstrahl aus, weil die vier 
Deckstrahlen der sekundären Involution J, nämlich 2;, 211, j1, ja als die übrigen be- 
stimmenden Knotenstrahlen des Büschels B, festliegen. 

Die Fig. 2 zeigt den Schnitt der Fluchtebene z = 0 mit dem Büschel B? von Regel- 








») J. Steiner, Allg. Eigenschaften der alg. Kurven, Journ. f. d. reine u. angew. Math. 47 (1848), 8.16 = 
Ges. Werke Bd. II, S. 496. 
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flächen sechsten Grades in der elliptischen linearen Kongruenz unter der Annahme 
p=q=0. Die Schnittkurven des Büschels mit dieser Ebene bestehen aus dem unend- 
lichfernen Kongruenzstrahle und «0! Kurven fünfter Ordnung. Die 'beiden Flächen 
mit den Parameterwerten A = + 1 besitzen je drei reelle Wenderegelstrahlen und haben 
je ein Strahlenparaboloid zur Asymptotenfläche. Ihre Schnittkurven mit der Flucht- 
ebene sind die unendlichferne Gerade und die beiden Kurven mit den, Parameterwerten 
A= +1 mit je drei reellen Wendepunkten und je einer Asymptote. Der Büschel .B} 
enthält ferner zwei Flächen sechsten Grades (A =0, oo), die je in eine Regelfläche vierten 
Grades vom Geschlecht eins und ein Strahlenparaboloid zerfallen. Ihre Schnittkurven 
sind die beiden Kurven vierter Ordnung mit den Parameterwerten A = 0, oo (Cartesische 
Ovale) und die beiden Geradenpaare, welche die z- und die y-Achse mit der unendlich- 
fernen Geraden bilden. Diese Geradenpaare sind die Schnitte mit:den beiden zu den 
Flächen rechnenden Strahlenparaboloiden. 


15. Die in Nr. 3 auftretende Substitution z’ 1 ist das Bild der sekundären In- 


volution J. Aus Nr. 2b und dem ersten Teil des Theorems Nr. 3 ist daher zu folgern: 

Die beiden Büschel B?, B} von Regelflächen sechsten Grades werden durch die sekun- 
däre Involution J mit den beiden Büscheln B}®, B;* von Regelflächen sechsten Grades (Glei- 
chungen (28), (29)) vertauscht. Die oo! Regelflächen sechsten Grades dieser beiden Büschel 
schneiden einander überall — abgesehen von den dreifachen Leitgeraden — längs Kon- 
gruenzstrahlen in konjugierten Richtungen. Die Knotenstrahlen der Büschel B/®, B}® gehen 
bzw. aus denen der Büschel B}, B} durch die sekundäre Involution J hervor. Der Büschel 
B}® hat demnach die reellen Knotenstrahlen 3,, #2 ds; 21, Zu (Fig. 1) sowie den Haupistrahl, 
der dem unendlichfernen Kongruenzstrahl vermöge J entspricht; außerdem hat er sechs 
Paare konjugiert imaginärer Strahlen zweiter Art zu Knotenstrahlen, darunter die beiden 
konjugiert imaginären Deckstrahlen j,,js der sekundären Involution J. Der Büschel B% 
hat neun Paare konjugiert imaginärer Strahlen zweiter Art zu Knotenstrahlen. 

16. Aus Nr. 2c und 3 ergibt sich auf dem gleichen Wege folgendes: 

Drei windschiefe Kongruenzstrahlen z,, 23, 2, bestimmen einen weiteren Büschel B$ 
von co! Regelflächen sechsten Grades. Die Flächen haben die Leitgeraden der Kongruenz zu 
dreifachen Leitgeraden "und auf jeder von ihnen zwölf imaginäre Kuspidalpunkte. Die drei 
Strahlen 2, 23, 2; und die ihnen durch die sekundäre Involution J zugeordneten Strahlen 
Ba: dar ds (Fig. 1) sind die reellen Knotenstrahlen des Büscheis B$. Die übrigen Knoten- 
strahlen sind sechs Paare konjugiert imaginärer Strahlen zweiter Art. 

Jede Regelfläche des Büschels B} wird längs ihrer oo! Regelstrahlen von den &! Regel- 
flächen sechsten Grades eines zweiten Büschels B} in konjugierten Richtungen geschnitten. 
Der Büschel B% hal keine reellen Knotenstrahlen, seine Flächen haben die Leitgeraden der 
Kongruenz zu dreifachen Leitgeraden und auf jeder von ihnen zwölf imaginäre Kuspidal- 
punkte. 

Die Gleichungen der beiden Flächenbüschel lauten: 


(a—Ap)[ti + 22)?’ — (22 + y2)P] + 3[Al22—y) — AB(z+ yz)][(2?+ y9)?+(1+ 2)°] 
— A! + MM + HUHN + Mai +) + (+ Nr} 
(30) Bi| +6? — yPll — 29) +Aaya]{ [li +29) — (a? + ya + [1 +2) + (24 Y*)]Ap} 
— 6(x + yz)(z2 — y)[Alz + yz) + AB(z2 — y)] 

— 10A(22 — y)®? — 104B(z + ya)’ = 0 





A=p+—1, B=p!+gq4’+1, 
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(31) Bi K2,9,2)+ Ajlo,y,2)=0, 
wo f(x, Y, 2), j(x, Y, 2) dieselbe Bedeutung wie in Gleichung (27) und (29) haben. 

Die sekundäre Involution J führt den Flächenbüschel B%, in sich über und ebenso den 
Flächenbüschel B}. Die co‘ Regelflächen jedes der beiden Büschel werden dabei invola- 
torisch untereinander vertauscht. Die Doppelelement e der Involution im Büschel B} sind 
die beiden Regeiflächen mit den Parameterwerten A=0, A= oo, im Büschel BA sind es 
die Regelflächen mit den Parameterwerten A = +1. 

17. Aus Nr. 10 und den benutzten Abbildungsmethoden folgt weiter: 

Die Regelflächen sechsten Grades der Büschel B}, Bi®, B%, B}*, BA, B% haben i. a. das 
Geschlecht vier und daher keine Doppelregelstrahlen, isolierte Regelstrahlen oder Rückkehr- 
regelstrahlen. Jedoch liegen in jedem Büschel eine endliche Anzahl Flächen niederen Ge- 
schlechts. Ihre Parameterwerte A, sind die Wurzeln einer algebraischen Gleichung R(}) = 0 
vom 35. Grade. Sind deren Wurzeln alle verschieden, so enthält der Büschel 35 Flächen vom 
Geschlechte drei mit je einem Doppelregelstrahl. 

Ausnahmen treten ein, wenn mehrere Wurzeln der Gleichung A(i) = 0 zusammen-. 
"fallen oder der Grad der Gleichung sich erniedrigt. So enthält z. B. der Büschel 3% unter 
der Annahme p = g = 0 zwei rationale Regelflächen sechsten Grades, die eine (A = + 1) 
mit zwei Paaren konjugiert imaginärer Strahlen zweiter Art als Doppelregelstrahlen, 
die andere (A = — 1) mit vier reellen Doppelregelstrahlen. Der Büschel enthält ferner 
zwei Flächen sechsten Grades (A = 0, «), die je in eine-Regelfläche vierten Grades vom 
Geschlecht eins und ein Paar konjugiert imaginärer Kongruenzstrahlenbüschel erster 
Ordnung zerfallen. Die Gleichung R(A) = 0 reduziert sich hier auf die Form # — A = 0. 

18. Aus dem Inhalt der Nr. 4 folgern wir für die elliptische lineare Kongruenz: 

Vier reelle Kongruenzstrahlen 2,, 24, 23, 24 bestimmen drei sekundäre Involutionen 
Jr Ja, Js auf der elliptischen linearen Kongruenz. Die drei sekundären Involutionen bilden 
mit der Identität die Vierergruppe; aus je zweien von ihnen resultiert die dritte und aus allen 
dreien die Identität. Jede von ihnen vollzieht eine der drei möglichen Paarvertauschungen 
zwischen den vier ‚Strahlen 2,, 2g, 29, 24. Es vertauschen: 

J, die Strahlen 2,2, mit 2,2, 

Js die Strahlen 2,2, mit 22, 

J, die Strahlen ‚2,2, mit 232,. 
Jede der drei Involutionen besitzt ein Paar reeller Doppelstrahlen 3,, 3, und ein Paar kon- 
Jugiert imaginärer windschiefer Doppelstrahlen s,s,. Die vier Doppelstrahlen jeder In- 
volution werden durch die Leitgeraden der Kongrue nz zu einem Tetraeder ergänzt. Die drei 
Paare reeller Doppelstrahlen 
dıda, dsdar äsde 
sind die drei Schnittstrahlenpaare dreier einscharig in der Kongruenz enthaltenen reellen 
Flächen zweiten Grades; jede der drei Regelflächen ist für die beiden übrigen polarinvariant. 

Die drei sekundären Involutionen J,, J,, Js lassen sich analytisch auf folgende 

Normaldarstellung bringen !*): 

een =—M Jtem=—Mm Ju em=Pı 
er = —Pı er = —Pı ePı = Pu 
0Ps = — Ps ep = Ps eoPs = —Ps 
eB= Pe. 0Ps = — Pa ep = —Pr- 


“) G. Haenzel, Eine analytische Theorie der Involutionen auf der lin. Strahlenkongruenz, Journ. f. d. reine 
u. angew. Math. 166 (1932), S. 167—181. ” 
Journal für Mathematik. Bd, 184. Heft 4. 13 
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Ihre Deckstrahlenquadrupel haben die Koordinaten: 
31) 1:0:4:—1:0:1 3) —1:1:0:1:1:0 35) 0:0:0:41:0:0 
32) 1:0: —1:—1:0:—1 3) —1:—1:0:1:—1:0 36) 1:0:0:0:0:0 
AEF?!, 7; 37°, en 8) 1:0:::1:0:: 85) 0:1:1:0:41:i 
82) 1: —i:0:1: —i:0 s) 1:0: —1:11:0: —i Sg) 0: —1:1:0:—l:i. 

19. Aus Nr. 5a läßt sich nun mit Leichtigkeit folgern: 

Drei sekundäre Involutionen J,, Ja, Js der elliptischen linearen Kongruenz, die mü 
der Identität die Vierergruppe bilden, führen zwei konjugierte Büschel B}, Bz von Regel. 
flächen achten Grades der Kongruenz in sich über, indem sie jede Fläche achten Grades 
einzeln in sich transformieren. Jede Regelfläche beider Büschel hat die Leitgeraden der Kon- 
gruenz zu vierfachen Leitgeraden, sie enthält auf jeder Leitgeraden vierundzwanzig (ima- 
ginäre) Kuspidalpunkte. Ihre Regelstrahlen werden durch jede der drei sekundären Invo- 
lutionen involutorisch gepaart. 

Der Flächenbüschel B} hat acht reelle einfache Knotenstrahlen und zwar die beiden 
Quadrupel 

21, 29, 25, 2, Und 2, 21, Zu Zuv- 
Die Strahlen jedes Quadrupels werden durch die drei sekundären Involutionen paarweise 
vertauscht. Jede der beiden konjugiert imaginären Leitgeraden rechnet als Knotenstrahl des 
Büschels sechzehnfach. Die restlichen Knotenstrahlen des Büschels B} sind zwölf Paare 
konjugiert imaginärer Strahlen zweiter Art. 

Jede Fläche achten Grades des Büschels B} wird in ihren oo! Regelstrahlen von den 
oo! Regelflächen achten Grades des Büschels BZ in konjugierten Richtungen geschnitten. Die 
oo! Flächen des Büschels BZ haben die Leitgeraden der Kongruenz zu vierfachen Leitgeraden 
mit vierundzwanzig (imaginären) Kuspidalpunkten auf jeder von ihnen. Der Büschel B} 
besitzt keine reellen Knotenstrahlen. 

Die Gleichungen der beiden Büschel von Regelflächen achten Grades lauten: 


(a + Ad)[(2? + yP? + (1 + 22)?]U2? — yP)ll — 2°) + Aryz] 
+(b+ Alla? + y?— (1 + 29)? — y)(z + y2) 
+(e + Az? + y®)*1 + 22)? 
+ Agl((a® + y9° + (1 + 299° — 162: — y)*e + ya)t] = 0 
(a? + yAt + (1 + 29 — 16022 — y)Az + yay’l + A) 
(33) Bi; + (a + Ad)(x? + y?)(1 + 2°)? 
+(b + Ae)flat + y9°+ 1 + 29P][at — yPll —2®) + Azya] 
+(e + AN? + „Pr — (1 + 2a — y)(z + ya) = 0. 
Die a, b,...,g hängen rational von den Koordinaten der Kongruenzstrahlen z,,..., 2, ab. 
20. Aus Nr. ba, b folgt ganz entsprechend: 
Vier Kongruenzstrahlen z,, 2g, 23, 24, welche die drei sekundären Involutionen J,,J2,Js 


der Vierergruppe bedingen, bestimmen mit zwei gegebenen weiteren Kongruenzstrahlen a, b 
vier Paare Büschel von Regelflächen zwölften Grades: 
Be.Be, BO, Die, DS. Die, DIDI". 

Jede Fläche eines Büschels B}® wird von den oo! Flächen des Büschels B;.'* längs ihrer oo! 
- Regelstrahlen in konjugierten Richtungen geschnitten. Die Regelflächen aller Büschel haben 
die Leitgeraden der Kongruenz zu sechsfachen Leitgeraden und enthalten auf jeder Leüt- 
geraden sechzig imaginäre Kuspidalpunkte. 

Aus den Flächen der beiden konjugierten Büschel B}®, Bj? gehen die Flächen der drei 
übrigen Büschelpaare bzw. durch die drei sekundären Involutionen J,, Ja, Js hervor. 


(32) B} 
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Jede der beiden Leitgeraden ist ein sechsunddreißigfacher Knotenstrahl für alle Flächen- 
büschel. Der Büschel Bi hat die vier Strahlen z,, 2a, 23, 24, die sechs reellen Doppelstrahlen 
Zıba, Bader dsde der drei sekundären Involutionen J,, und die beiden Strahlen a, b zu reellen 
einfachen Knotenstrahlen. Die drei Büschel B’? (i=1,2,3) haben die gleichen reellen 
Knotenstrahlen, nur treten an die Stelle von a,b je die beiden ihnen durch die sekundäre 
Involution J; zugeordneten Kongruenzstrahlen a, b,., Außerdem besitzt jeder der Büschel 
Bi®,..., B3° sechzig paarweise konjugiert imaginäre Strahlen zweiter Art zu Knotenstrahlen. 
Die vier Flächenbüschel By", ..., Bz'* haben (außer den Leitgeraden) je zweiundsiebzig 
paarweise konjugiert imaginäre Strahlen zweiter Art zu Knotenstrahlen. 

Fallen die beiden Knotenstrahlen a, b mit einem der sechs reellen Knotenstrahlen 
Zi 89 + + + » 36 Zusammen, so reduzieren sich die vier Paare von Flächenbüscheln auf zwei 
Paare Büschel von Regelflächen zehnten Grades 

Bi, B. und B!®, Bj. 
Die eine sekundäre Involution führt dann B}° und B}!” je in sich über, die beiden anderen 
sekundären Involutionen verwandeln B!’ und B} in B!, Bi, 

Jede Fläche des Büschels Bj’ und des Büschels B}° hat ein Strahlenparaboloid 
zur Asymptotenfläche; diese oo! Asymptotenflächen erfüllen zweimal einen Büschel von 
Strahlenparaboloiden. Sein Basisvierseit besteht aus den Leitgeraden, dem Hauptstrahl 
und dem unendlichfernen Kongruenzstrahle. 

Die Schnittkurven der in Nr. 13—19 behandelten Regelflächen mit der Flucht- 
ebene der Kongruenz (xy-Ebene) sind mit den in I A behandelten Bildkurven dieser 
Regelflächen identisch und alle übrigen Schnitte senkrecht zum Hauptstrahl der Kon- 
gruenz ergeben Kurven vom gleichen affinen Typus. 


B. Die hyperbolische lineare Kongruenz. 


21. Bei der Untersuchung von Regelflächen des Grades 2n in der hyperbolischen 
linearen Kongruenz beginnen wir sogleich mit den Regelflächen achten Grades. Die 
Regelflächen sechsten Grades lassen sich mit Hilfe von Nr. 6—8 in Analogie zu den 
Theoremen der elliptischen linearen Kongruenz in Nr. 13—17 unter Berücksichtigung 
der andersgearteten Realitätsverhältnisse in der hyperbolischen Kongruenz behandeln. 

Der Inhalt der Nr. 9 führt auf folgende Theoreme: 

Vier Strahlen z,, 23, 23, z, der hyperbolischen Kongruenz bestimmen die drei sekun- 
dären Involutionen J,, Jg, Ja, die jene vier Strahlen paarweise untereinander vertauschen. 
Die vier z, können reelle oder konjugiert imaginäre Strahlen erster oder zweiter Art sein. 
Die drei sekundären Involutionen J,, Ja, Js bilden mit der Identität die Vierergruppe 
und gestatten in Plückerschen Linienkoordinaten die Normaldarstellungen !#): 


Jı: oPı = Pa Ja: 0Pı = Pa Ja: 0Pı = Pı 
ep = Pı ep = Pı oPs = Pu 
ePs = — Ps 0Ps = Ps ePs = —Ps 
0Ps = Ps 0Ps = — Ps 0Ps = — Pr» 
Jede der drei sekundären Involutionen hat vier Deckstrahlen, die je ein windschiefes 
Vierseit bilden und von den Leitgeraden der Kongruenz je zu einem Tetraeder ergänzt 
werden; ihre Linienkoordinaten sind: 
3) —1:0:1:—1:0: —1 3) 4:i:0:4:::0 35) 0:0:0:41:0:0 
3) —1:0: 1: —1:0:1 3) 1:—1:04:—i:0 36) 1:0:0:0:0:0 
5) 1:41:09: —1:1:0 8) —1:0::1:1:0: —i 8) 0:1:1:0:1:—1 
s) 1:—1:0:—1:—1:0 3) —1:0: —i:11:0:i s) 0: —1:1:0: —1:—1. 
13* 
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Aus jedem der drei Quadrupel läßt sich ein Paar herausgreifen, so daß die drei Paare 
Kongruenzstrahlen 
bıbaı äsder dsde 

die drei Schnittstrahlenpaare dreier füreinander polarinvarianter Regelscharen zweiter 
Ordnung der Kongruenz sind. (In der dualkomplexen Bildebene (Nr. 9) entsprechen den 
Strahlen z,, 23, 23, 2, vier Nullstellen einer biquadratischen Funktion, den Kongruenz- 
strahlen 3,, 38; - - - » 3s sechs Nullstellen ihrer Jacobischen Kovariante, den drei sekun- 
dären Involutionen J, die drei dualkomplexen Inversionen nebst Spiegelungen. Die drei 
polarinvarianten Regelscharen haben drei gleichseitige Hyperbeln durch Z,, Z, zu Bildern.) 
Umgekehrt erhält man den Satz: : 

Drei füreinander polarinvariante Regelscharen zweiter Ordnung der hyperbolischen 
linearen Kongruenz schneiden einander in drei Paar Regelstrahlen 3,33, 354 dsde; zwei Paare 
sind reelle Kongruenzstrahlen, das dritte Paar besteht aus konjugiert imaginären Kongruen:- 
strahlen zweiter Art. Die drei Strahlenpaare sind Doppelstrahlenpaare dreier sekundärer 
Involutionen J,, Jr, J,, die mit der Identität die Vierergruppe bilden. Jedes der drei Strahlen- 
paare 33, bildet mit dem zweiten Paar Doppelstrahlen s;s, seiner sekundären Involution ein 
windschiefes Vierseit, das die Leitgeraden der Kongruenz zu einem Tetraeder ergänzen. 

22. Im Anschluß an Nr. 9a, b,c entstehen nunmehr folgende Theoreme für die 
hyperbolische lineare Strahlenkongruenz: 

Vier Kongruenzstrahlen z, bestimmen einen Büschel von Regelflächen achten Grade 
B}. Jede Regelfläche achten Grades des Büschels hat die Leitgeraden der Kongruenz zu vier- 
fachen Leitgeraden und enthält auf jeder Leitgeraden vierundzwanzig reelle Kuspidalpunkte, 
Sie ist gegen die drei sekundären. Involutionen der durch die z, bedingten Vierergruppe in- 
variant; ihre Regelstrahlen werden dabei durch jede der drei sekundären Involutionen invo- 
Iutorisch verlauscht. 

Jede der beiden Leitgeraden ist ein sechzehnfacher Knotenstrahl des Büschels Bj. Die 
übrigen zweiunddreißig Knotenstrahlen können reelle oder konjugiert imaginäre Strahlen 
ersier oder zweiter Art sein. Sie zerfallen in zwei Gruppen zu je sechzehn; die sechzehn 
Strahlen jeder Gruppe werden durch die drei sekundären Involutionen J, untereinander ver- 
tauscht. 

Die oo! Flächen des Büschels B? werden von den oo! Regelflächen achten Grades eines 
zweiten Büschels B$ längs ihrer Regelstrahlen in konjugierten Richtungen geschnitten. Die 
Flächen des Büschels B% haben: gleichfalls die Leitgeraden der Kongruenz zu vierfachen Leüt- 
geraden mit je vierundzwanzig reellen Kuspidalpunkten, jedoch besitzt BZ keine weiteren 
reellen Knotenstrahlen. Die drei sekundären Involutionen J, der Vierergruppe führen jede 
Regelfläche achten Grades des Büschels B$ in sich über. 

Die Gleichungen der beiden Flächenbüschel sind: 

(a + Ad)[(z® — y2)? + (4 — zP)?][(2? + y®(l + 2°) + Azyz] 
(34) Bi. +(b + Aeyl(a? — yY? — (1 — zB)? zz + YAz + v2) 

+(e + Aa — y’Hl — 29)? 
+ Agl((2? — yP)? + (1 — 29)9)? + 16(22 + Y)Xz + yz)?] = 0 

(2? — y2)t + (1 — 29) + 16(22 + Y)Az + ya)!i + A) 
(35) Bi + (a + Ad)(z? ES y)(1 — 3): 
+ (b + Ae)l(a® + yYd +29) + Azya]let — 9° + (1 — 292] 

| +(e+ Na — y)? — (1 — 2’ + Ye + y)=0. 
Die a,...,g hängen rational von den Koordinaten der Kongruenzstrahlen z,,...,2, ab: 
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En A 5) in Nr. liefert uns folgende Satze: 

Vier Kongruenzstrahlen 2,, 23, 23, 2, die drei sekundäre Involutionen J,, Ja, Js einer 
Vierergruppe bedingen, bestimmen mit zwei gegebenen weiteren Kongruenzstrahlen a, b vier 
Paare Büschel von Regelflächen zwölften Grades: 

By, Bi»; Bi, Bi»; BF, Bi»; B}, Bi". 

Jede Fläche eines Büschels B}* wird von den oo! Flächen des Büschels B}'* längs ihrer 
co! Regelstrahlen in konjugierten Richtungen geschnitten. Die Flächen aller Büschel haben 
die Leitgeraden der Kongruenz zu sechsfachen Leitgeraden mit sechzig reellen Kuspidal- 
punkten auf jeder von ihnen. 

Aus den Flächen der konjugierten Büschel B!®, B,'* gehen die Flächen der drei übrigen 
Büschelpaare bzw. durch die drei sekundären Involutionen J,, Ja, Js hervor. 

Jede der beiden Leitgeraden ist ein sechsunddreißigfacher Knotenstrahl für alle Flächen- 
büschel. Außerdem hat jeder Büschel Bj? (i = 0, 1, 2, 3) zweiundsiebzig Knotenstrahlen und 
zwar reelle oder konjugiert imaginäre Strahlen erster oder zweiter Art. Unter ihnen befinden 
sich die vier Strahlen z,,...,2, und die zwölf Doppelstrahlen der drei sekundären Invo- 
Iutionen I, Ja, Js. Zu den reellen einfachen Knotenstrahlen des Büschels B}? gehören die 
Strahlen a,b. Die drei anderen Büschel Bj” haben an Stelle von a, b die diesen durch die 
sekundären Involutionen J, zugeordneten Kongruenzstrahlen zu Knotenstrahlen. Die vier 
Flächenbüschel B}'* besitzen außer den beiden reellen Leitgeraden zweiundsiebzig Knoten- 
strahlen, deren Realitätsverhältnisse von z,, 2, 23, 2, abhängen. 

Fallen die beiden Strahlen a, 5 mit einem der Doppelstrahlen 3,, 33, - - - , 3s der 
sekundären Involutionen J,, J,, Js zusammen, so reduzieren sich die vier Paare von 
Flächenbüscheln auf zwei Büschelpaare von Regelflächen zehnten Grades: 


B.!°, B;'° und 2,!°, Bi. z 
Die eine sekundäre Involution führt B,!°, Bj!° in sich über, jede der beiden anderen 
verwandelt B}P, Bj! in B!°, B/!%, Jede Fläche der vier Büschel hat die Leitgeraden der 
Kongruenz zu fünffachen Leitgeraden mit je vierzig reellen Kuspidalpunkten. 

Die Schnittkurven der behandelten Regelflächen mit der Fluchtebene der Kon- 
gruenz (zy-Ebene) sind mit ihren Bildkurven im Abschnitt I B identisch und alle übrigen 
Schnitte senkrecht zum Hauptstrahl der. Kongruenz ergeben Kurven vom gleichen 
affinen Typus. 





Die Betrachtung der Funktion w = 








Neues Beispiel einer genetisch 
darstellbaren Berührungstransformation. 


Von Gerhard Kowalewski in Prag. 





Sophus Lie hat gezeigt, daß die Fußpunkttransformation durch eine infinitesi- 
male Transformation erzeugt werden kann, daß sie also, wie ich zu sagen pflege, genetisch 
darstellbar ist. Ich habe vor einigen Jahren ein zweites Beispiel einer genetisch darstell- 
baren Berührungstransformation angegeben, indem ich zeigte, däß ein Polarsystem, 
d.h. eine Legendresche Berührungstransformation, die genetische Darstellung gestattet, 
wobei man allerdings ins Imaginäre heineingehen muß. Hier will ich jetzt ein weiteres 
Beispiel vorführen, wo die genetische Darstellung im Reellen vor sich geht. 

Auf der Normalen des Linienelements x, y, y’ wählen wir einen Punkt X, Y, der 
gleichweit von z, y und vom Anfangspunkt entfernt ist, also die beiden Gleichungen 

X—-z+(Y—-Jy=!', 
(K- 2 4(Y—y!-X:+ Y3 
erfüllt. Die zweite Gleichung reduziert sich auf 


Katy (a4) =0 


oder 


(Ka + yy + lat +) =0 


und liefert in Verbindung mit der ersten 


’ 





(1) 





zugeordnet. Berechnet man dY:dX oder Y’, so ergibt sich 
(1) | re. 
Es handelt sich also um eine Berührungstransformation. (4) und (1’) ist ihre 


Darstellung in cartesischen Koordinaten. Läßt man diese Berührungstransformation 
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auf eine Gerade wirken, die nicht durch den Anfangspunkt hindurchgeht, so entsteht 
eine Parabel, deren Leitlinie jene Gerade und deren Brennpunkt der Anfangspunkt ist. 
Von diesem Spezialfall ausgehend bin ich auf die Berührungstransformation (1),(1’) 
gekommen. Ich habe die Beziehung zwischen Leitlinie und Parabel, wobei der Anfangs- 
punkt als Brennpunkt dient, einer Berührungstransformation eingeordnet. Ihre aequatio 
directrix lautet 

(X—- 2)? +(Y-J’=X+ 7% 

Dem Punkt ? entspricht das Mittellot von OP. 

Um nun für diese Berührungstransformation die genetische Darstellung zu ge- 
winnen, muß ich sie dem Lieschen Gedankengang folgend n-mal wiederholen. Das ge- 
lingt sehr leicht, wenn ich sie in Polarkoordinaten schreibe, wobei es bequem ist, von der 
Fassung 
(2? — y?)dy — 2rydız 

2xdy — ydı) s 
y — Zaydy + (2? — y’de 
2(zdy — ydı) r 
we 
Y 
auszugehen. Es ergibt sich dann sofort die Formulierung 
ep x(zdy — ydı) — y(zdı + ydy) 
2(zdy — ydı) b 
(2) A y(zdy — ydı) + x(xzdx + ydy) 
2(zdy — ydı) R 
, TERR,.. 
Yy ’ 
die für den Übergang zu Polarkoordinaten am geeignetsten ist. Man findet mit Hilfe von 


zdy — ydz = r?dp, zdz + ydy = rdr 





{= 














ganz mühelos 


(3) 


R cos® = }r cosp — }r’ sing, 
Rsin® = 4rsinp + }r’ cosp. 
Aus (2) ergibt sich ferner für 


der Ausdruck 


und für 
X+YY 
der Ausdruck 
__ (a? + y?) (zdz + ydy) 
2ylzdy —yda) 





Es ist also 
AdX + YaY _ zdz + ydy 
XdaY — YaX azdy— ydı’ 





Rr 





104 Kowalewski, Genelisch darstellbare Berührungsiransformalion. 


Aus (3) entnimmt man 
R=yr+r?! 


und 
tanp+Z 
RT 
4 „tan 
r 
®= p-+areten-. 


Unsere Berührungstransformation läßt sich demnach in Polarkoordinaten fol- 
gendermaßen darstellen, wobei wir statt R, ® lieber r,, 9, schreiben: 


= p + aretan”, 


(4) 


Wird sie n-mal ausgeübt, so ergibt sich 


im P-+narctan-, 


(4) )y, 





Hier liegt nun, wenn man n nicht nur auf die Werte 1,2,3,... beschränkt, eine ein- 
gliedrige Gruppe mit dem Parameter n vor. Sie wird durch folgende infinitesimale 
Transformation erzeugt: 

ö9 r’ 


7 — aretan-, 


ai) 


ee 
gr ( 1+( Y) 
Das Liesche Symbol lautet: 


of % of ’ 
2, are tan + (r} +r 3) (31 +()”) 
die charakteristische Funktion hat folgendes Aussehen: 


r arctan —rnla ı+(£ Y) 


Die Brüder Bernoulli haben verschiedene Transformationen entdeckt, aus denen 
die logarithmische Spirale r = e* gestaltlich unverändert hervorgeht. (Eadem mutata 
resurgo, so kann sie von sich sagen.) Hier fanden wir eine eingliedrige Gruppe von Be- 
rührungstransformationen, nämlich die Gruppe (4,), durch welche der Kreis jener Ber- 
noullischen Transformationen noch erweitert wird. 
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Übertragung auf den Raum. 

Die hier betrachtete ebene Berührungstransformation (1) läßt sich in naheliegender 
Weise im Raume nachbilden. Man errichtet auf der Ebene des Flächenelements z, y, 2,P,9 
im Punkte z, y,z ein Lot und sucht auf ihm denjenigen Punkt X, Y,Z auf, der von 
z,y,z und vom Anfangspunkt gleichweit entfernt ist. Es ergibt sich 

rer tehp 
ERRER aul ait en ai | 
en. 2(2z — zp — yg)’ 
; 2 a % 
DREIER ie de 
Te —yg) 
Rechnet man P, Q aus, so findet man 











ER. 5 TOGEN | 
P=—#,Q .. 


Es liegt also eine Berührungstransformation vor. 

Wenn man diese Transformation iteriert, so liegen die Punkte der sich ergebenden 
Flächenelemente x, y, 2,p,g; X, Y,Z, P,@;... alle in einer Ebene, auf der die Ebenen 
der Flächenelemente senkrecht stehen. Alle Flächenelemente, deren Punkte in einer 
Ebene e durch den Anfangspunkt liegen und deren Ebenen senkrecht auf E stehen, 
schneiden E in Linienelementen, die durch die vorhin betrachtete ebene Berührungs- 
transformation und ihre Iterationen transformiert werden, Hierauf beruht es, daß auch 
für die räumliche Berührungstransformation die genetische Darstellung durchgeführt 
werden kann. Entsprechendes gilt für die höheren Räume. 





Eingegangen 9. Oktober 1941. 
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Über die Berechnung der Grundeinheit 
in reellen quadratischen Körpern und Ringen. 


Von Oskar Perron in München. 


Sei D eine natürliche Zahl mit irrationaler Quadratwurzel. Dann besteht der Ring 
R = R(1,VD) aus lauter ganzen algebraischen Zahlen. Seine Grundeinheit werde mit & 
bezeichnet. Bekanntlich ist 

e=ı+ VD, 
wobei x, y das kleinste Paar natürlicher Zahlen bedeutet, das die Gleichung 
x —Dy? = +1 
erfüllt. Dieses Paar findet man durch Entwicklung von YD in einen regelmäßigen 
Kettenbruch, der bekanntlich periodisch ist): 
YD = [bu bu bu... ,bu]- 

Dabei sei k die Gliederzahl der primitiven Periode. Auf bekannte Symmetrie-Eigen- 
schaften der 5, kommt es hier nicht an. Bezeichnet man in Übereinstimmung mit 


„Kettenbrüche‘‘ die Näherungsbrüche mit 


A, 
B, = [d,, b,, ..n b,] 


und die vollständigen Quotienten mit 
D+P, 
une Dr [d,, b,+1 b,+2 ... .)» 
so sind die P,, Q, ganze Zahlen (Kettenbrüche S. 75) und es gelten die Formeln 
(1) P,; + P,rı .- b,Q,, 
Kettenbrüche S. 83 
@) D-P=00,,, 
(3) PR, =09,%=Q=1, 
(4) 1sP,sb für v 21, (Kettenbrüche S. 93) 


(5) 2sQ,s2b, fürris»r sk—i, 
(6) A? , —DB_, = (—1VQ,. (Kettenbrüche S. 102) 
Insbesondere ist daher 
Aiı — DBi_, er (—1)%, 
und die Grundeinheit e des Ringes R ist 
e= Ay, + Bu .VD. 
..  %) Näheres findet man in des Verfassers Buch: Die Lehre von den Kettenbrüchen, 1913; 2. Aufl. 1929. Wird 
im. Text unter „Kettenbrüche“ zitiert. 
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Ist D quadratfrei und D #1 (mod 4), so ist der Ring AR identisch mit dem Ein- 


heitsideal des Körpers aD), und die Grundeinheit des Ringes ist zugleich die Grund- 
einheit des Körpers. 


Ist D =1 (mod 4), so besteht auch der Ring A, = alt, u aus lauter ganzen 


algebraischen Zahlen, und zwar enthält er außer den Zahlen von AR noch alle Zahlen 


der Form : 2 td wo a,b ungerade Zahlen sind, und nur diese. Die Grundeinheit 


von AR, bezeichnen wir mit e,. .Ist D quadratfrei, so ist der Ring A, identisch mit dem 
Einheitsideal des Körpers a(YD), und die Grundeinheit des Ringes ist zugleich die 
Grundeinheit des Körpers. 

a+b/D 


Wenn es unter den Zahlen 3 


mit ungeraden a,b keine Einheit gibt, wenn 


also die Forderung 
(7) x2?—Dy®= +4 (z,y ungerade natürliche Zahlen) 
nicht erfüllbar ist, so ist die Grundeinheit von A, identisch mit der von A, also e, = e. 
Da das Quadrat einer ungeraden Zahl stets = 1 (mod 8) ist, folgt aus (7) sofort: 1 —D=4 
(mod 8). Folglich ist im Fall D = 1 (mod 8) die Forderung (7) nicht erfüllbar, also e,=e. 
Von jetzt an sei daher 
(8) D =5 (mod 8). 
Wenn die Gleichung (7) lösbar ist und wenn x = a, y = b das kleinste Lösungspaar ist, 
80 ist 
_a+bYD 
7 2 . 
Man sieht leicht, worauf es uns aber hier nicht ankommt, daß dann e? dem Ring A an- 
gehört und zwar die Grundeinheit dieses Ringes ist, also e? = e. 
Nun lehren die Formeln 
412 —5.12— —4, 32? —13:12= —4, 
daß für D=5 und D = 13 die Gleichung (7) lösbar ist, und das in den Formeln ent- 
haltene Lösungspaar ist offenbar das kleinste. ‚Daher ist 
PB v5 bzw. ® Ab 


die Grundeinheit von alt, 1ER) und von &(/5) bzw. von alt, 1,78, und von 


2 2 
yı3). 

Von jetzt an sei daher D> 13, wegen (8) alaoo D > 21, also gewiß 4 < VD. Wir 
fragen, wie man mittels der Kettenbruchentwicklung von VD die Lösbarkeit der Glei- 
chung (7) entscheiden und gegebenenfalls die Lösung finden kann. Nun ist zunächst 
klar, daß bei einer Lösung von (7) die Zahlen x, y teilerfremd sind. Da nun aber 4 < yD 


ist, so ist für jedes solche Lösungspaar x, y der Quotient ein Näherungsbruch des Ketten- 


bruches von YD (Kettenbrüche S. 102), also etwa x = A,» y=B,_, Antwort auf. 
unsere Frage erhält man daher, wenn man die verschiedenen .Näherungsbrüche her- 
nimmt und zusieht, ob einmal A?_, —DB?_,= +4 ist; die A,_,, B,_, sind dann offenbar 
von selbst ungerade. Nach (6) besagt das aber: Q, = 4. 
Man braucht daher nur die Kettenbruchentwicklung wirklich durchzuführen und 
darauf zu achten, ob in der Periode der vollständigen Quotienten 
14* 
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(=1,2,...,k) 
einmal Q, =4 vorkommt; nach bekannten Symmetrie-Eigenschaften muß das dann 
sogar schon einmal für » < Zeintreten (Kettenbrüche S. 891., Satz 40). Kommt niemal 


Q,=4 vor, so ist die Forderung (7) unerfüllbar, also e, = e. Andernfalls ist, wenn v 
der kleinste Index mit Q, = 4 ist, die Grundeinheit e, gleich 


A,_ı + ar VD (und 


3 
* 





= e). 


Für D < 2012 kann man sich aber diese ganze Arbeit sparen; denn da gibt es 
Tafeln, in denen die 5b, und die Q, tabelliert-sind (Kettenbrüche S. 100). Man kann 
also ohne weiteres der Tafel entnehmen, ob einmal Q, = 4 ist, und kann gegebenenfalls 
die zugehörigen A,_,, B,_, nach den bekannten Rekursionsformeln für die Näherungs- 
zähler und -Nenner (Kettenbrüche S. 28) berechnen. In der kürzlich herausgekommenen 
Tafel von Patz, die bis D = 10002 reicht?), sind aber nur die b, tabelliert; die Aufnahme 
der Q, war nicht möglich. Trotzdem kann man aber auch für diese D die ganze Arbeü der 
Kettenbruchentwicklung ebenso sparen, wie wenn die Q, dasiehen würden. Denn im fol- 
genden wird gezeigt, daß man mit einem Blick auf die Reihe der. b, sofort sehen kann, 
ob und gegebenenfalls für welches » einmal Q, = 4 wird. Es gilt nämlich der folgende 
Satz, bei dem übrigens die Voraussetzung D = 5 (mod 8) gar nicht nötig ist: 

Satz. Sei c eine natürliche Zahl. Wenn dann für v> 0 einmal Q, = c ist, so liegt 
b, im Intervall 

+2 y0,cQh 
c c 

Für genügend großes D und zwar mindestens für D> c* gilt auch das Umgekehrte: 
Wenn einmal b, in dem angegebenen Intervall liegt, so ist Q, = c. 

Dieser Satz ist für c = 1, für c = 2 und fürc> 25, lediglich Ausdruck bekannter 
Tatsachen; im übrigen ist er neu. Hier interessiert er uns speziell für c = 4. Man sieht 
sofort, daß in diesem Fall genau zwei e Zahlen in dem für b, angegebenen Intervall 
liegen ®), nämlich, wenn in üblicher Weise mit [x] die größte in « enthaltene ganze Zahl 
bezeichnet wird, die beiden Zahlen [$}5,] und [45,] —4i. Wir formulieren für c = 4 als 
Corollar noch die folgende leicht abgeschwächte Aussage: 

Corollar. Für D> 256 ist dann und nur dann Q, = 4, wenn b, einen der beiden 
Werte [}b,] oder [4d,] —1 hat. 

Beweis des Satzes. Nach den Formeln (1) bis (5) ist 


P, + P,rı 2b, 

9 = —-—— 7 ss 

(9) 0, s 0, 
Andererseits folgt aus den Formeln (1) bis (5) für »> 0 auch 


D—-P=0,,0,= tg, < 


E” Qr- 


Daher ist 
P+PQ,2D—b,> # —bR,. 


*) Wilhelm Patz, Tafel der regelmäßigen Kettenbrüche für die Quadratwurzeln aus den natürlichen Zahlen 
von 1—10000. Leipzig 1941. 

®) Allgemeiner gilt folgendes: Für 23, == — 1 (mod e), also insbesondere für c= 1 immer, liegt nur eime ganz 
Zahl in dem angegebenen Intervall. Für 25, 4 — 1 (mod e) liegen genau zwei darin. 
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Addiert man }0? und zieht die Quadratwurzel, so kommt 
| P,+4Q,> bb —1Q„ also P, >, —Q,; 
folglich wegen der Ganzzahligkeit von b,, P ' 
P,2zb +1 —0Q,. 
Daher ist 





a LEZoR errtt=el- Bl - 1. 


Wegen der Ganzzahligkeit von 5, besagt das genau soviel wie 
+1 
> —2 
Q, 
und das wieder, weil auch b, und Q, ganze Zahlen sind und Q, > 0 ist, genau soviel wie 
b,> en .— 

In Verbindung mit (9) gibt das die Doppelungleichung 

(10) m a 7 EW- 2 (für »> 0). 
Hieraus entnehmen wir zunächst 
I. Für Q,=e ist 

Ari, 

womit die erste Hälfte des Satzes bereits bewiesen ist. Sodann entnehmen wir aus (10) 
weiter: 

Für Q, >c ist 


für e>i und Q,<c ist 
2b, + 2 2b, +2 
ar een, Turn 2s — —R, —2sb.. 
Durch Zusammenfassung beider Aussagen ergibt sich 
II. Für 
2b, a: +2 
cF1< <b,< —— p?itQ,=c, 
wobei die zweite Hälfte der Ungleichung ; im Bi c= 1 wegfällt. Wenn nun 
et? _ und für e> 1 Kr Fri E} 
d. h. nach leichter Umrechnung, wenn b,> c? —1, also , > c?, D> c*, so folgt aus II: 


IIa. Für 





Hurt yes ing=c. 
Damit ist auch die zweite Hälfte des Satzes bewiesen. 

Die Verwendung des Corollars zur Entscheidung unserer Frage über die Grund- 
einheit e, im Fall D =5 (mod 8) illustrieren wir jetzt durch drei Beispiele. 

Beispiel l._ _D = 6021. In der Patzschen Tafel findet sich die Angabe 

77(1,1,2,7,1,3,3,5,4,4,13,1,6,1,4*,..., 154). 

Es ist also d, = 77, [45,] = 38. Da in der Klammer ee 3 noch 37. vorkommt, ist 
niemals Q, = 4, also ist e, = e. 
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Beispiel I. D = 6157. Die Patzsche Tafel gibt 
78 (2,6,1,38,2,1,2*,... , 156). 
Es ist also b, = 78, [4b,] = 39. Dab, = 38 = 39 — 1 ist, so ist Q, = 4 und die Grundein- 
heit e, ist gleich 


(und =). 





As + B,V6157 
2 


Die Ausrechnung ergibt A, = 1177, B, = 15. 

Beispiel II. D = 6285. Die Patzsche Tafel gibt 

79 (3,1,1,2,14,39,1,1,3,10*,..., 158). 
Es ist also b, = 79, [}5,] = 39. Da b, = 39 ist, so ist Q, = 4 und die Grundeinheit e, 
ist gleich 
A, + B,V6285 
2 

Die Ausrechnung ergibt A, = 20533, B, = 259. 

Man sieht, die Sache geht spielend, und wer sehr an der Frage interessiert ist, ob 
& = e oder ei = e ist, hat nunmehr die Möglichkeit, von den 1218 Zahlen D der Patz- 
schen Tafel, die =5 (mod 8) und > 256 sind, in ein bis zwei Mußestunden die mit e, =: 
etwa rot und die mit e} = e blau anzustreichen. Die Zahlen 5 und 13 bekommen sodann 
nach den obigen Feststellungen einen blauen Strich, und für die 30 Zahlen im Intervall 
21 sD < 256 kann der Farbstrich ergänzt werden entweder nach der Tafel von Degen, 
die die @, angibt, oder auch, wenn man sie nicht hat, durch direkte Berechnung der 
(d,, P, und) Q, nach dem in den Vorbemerkungen zur Patzschen Tafel beschriebenen 
abgekürzten Rekursionsverfahren. Dieses liefert in einer halben Stunde folgendes 


Resultat: 
Rot: 37, 101, 141, 189, 197. 
Blau: 21, 29, 45, 53, 61, 69, 77, 85, 93, 109, 147, 4%5, 133, 149, 157, 165, 173, 181, 205, 
213, 221, 229, 237, 245, 253. 
Die wirkliche Berechnung von e, und e wird allerdings im allgemeinen nicht s 
bequem sein wie bei e, in den obigen Beispielen II und III. Die Perioden sind vielfach 
sehr lang und die A,_,, B,_, können Zahlenungeheuer von 50 bis 100 Stellen werden. 





(und &= e). 


Ich benutze diese Gelegenheit, um in den erwähnten Vorbemerkungen zur Patz- 
schen Tafel einen störenden Druckfehler richtig zu stellen. Die Formel (3) Seite XII 
muß lauten: 

Qyrı — b(P, 7 Pa+1) F Q,_ı r 





Eingegangen 18. November 191. 





Ein elementarer Beitrag zur Fermatschen Vermutung 


Von Franz Niedermeier in München. 


Zum Beweis des am Schluß dieser Arbeit formulierten Satzes werden nur die fol- 
genden zwei leicht beweisbaren und sehr bekannten Hilfssätze benötigt: 

Hilfssatz 1. Sind a und 5b ungerade Zahlen und ist A eine ungerade positive Zahl, 
so sind a —b und a* — b* durch dieselbe Potenz von 2 teilbar. 


Hilfssatz 2. Sind a und b teilerfremde ganze rationale Zahlen und ist a — 5 nicht 
Pe 
dureh die Primzahl A teilbar, so sind auch «a —b und . . teilerfremd. 


Nun sei A eine ungerade Primzahl und sei die Gleichung 

(1) za + ya zu 
in natürlichen Zahlen x, y, z lösbar. Erlaubterweise wollen wir x, y,z zu je zweien als 
teilerfremd annehmen. Man sieht sofort, daß eine der Zahlen x, y gerade sein muß. Sei 
daher 

(2) y= !’yı (214, y, ungerade). 
x und z sind dann ungerade. Die Zahlen z* + y* und z* — y* sind teilerfremd, und da 
ihr Produkt gleich x% ist, muß jede eine (24)-te Potenz sein: 

(3) A+yp=AH, —y!= B#, 

(4) zx=AB (A, B ungerade). 
Nach (3) sind die Zahlen A® — 2 und 2? — B% beide gleich y, also genau durch 2’? 
teilbar. Nach Hilfssatz 1 ist also auch 

(5) A! — z = 20, z — Bt = 2" (oe, o ungerade). 
Ferner ist 2% — 2% — yM genau durch 2%% teilbar; also nach Hilfssatz 1 

(6) 22 — 2? = 2P4r (r ungerade). 
Nach (3) ist A% — B® = 2yl, also genau durch 2”*! teilbar. Daher ist nach Hilfs- 
satz 1 auch 

i A® — B? = tl, (s ungerade). 
Setzt man noch A® + B? = 2r, so ist auch r ungerade; und man erhält 
At=r+2”%, B=r—2%s, 

also durch Multiplikation wegen (4) 

(7) a8 2 — Meist, 
Aus (5) und (6) folgt 

(2 — At)(2 — B®) + 22 — 22 = 29 (— 00 + 7) 
oder nach Ausmultiplizieren, weil A? + B?=2r und AB= z ist, 
22° — 2rz = 2’ (— 00 + 7). 
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Da z, e, o, r ungerade, folgt hieraus, daß z —r durch, 2?” teilbar ist; also ist 
(8) zer + 2: 
Aus (8) und (7) ergibt sich nach dem binomischen Satz 
zu =rM + 2ira-ı . Qi (mod 2"), 
zu —rM — ur. Zirlss (mod 2*”), 
also durch Subtraktion und nach Diy'sion durch 2°? wegen (1) und (2) 
yo Ard-M2rt + 59) (mod 2°”). 
Da das Quadrat einer ungeraden Zahl stets =1 (mod 8) ist, ergibt sich hieraus ins- 
besondere 
(9) 1 = Art +1) (mod 8). 
Nunmehr setzen wir voraus, daß y nicht durch A teilbar ist, während zz durch A 
teilbar sein darf. Dann ist 2? — z? als Teiler von 2% — x = y® nicht durch A teilbar, 


u__zu 
so daß z? — x* und = _ a nach Hilfssatz 2 teilerfremd sind. Da ihr Produkt gleich 


y® ist, muß 2? — x? eine (2A)-te Potenz sein, so daß wir Formel (6) vervollkommnen 
können zu 

22 — 22 = 281” (d ungerade). 
Setzt man hier für z und x? die Werte aus (8) und (7) ein, so kommt 

Dr 2 Ya } + Qarı 8 + YA sa == 21 gm 

oder nach Division durch 2% 

2rt + st = d“ (mod 2°*). 
Daher ist insbesondere 

(10) 2rtt+41=1 (mod Bd). 

Die Kongruenzen (9) und (10) ergeben 1 = A (mod 8), womit, der folgende Satz 
bewiesen ist: 

Satz. Ist A eine ungerade Primzahl und zwar A #1 (mod 8), so ist die Gleichung 

zu + yu— zu 
in natürlichen Zahlen x, y, 2, von denen keine durch 2A teilbar ist, nicht lösbar. 

Nachtrag. Nach Fertigrtellung der Arbeit hat mich Herr Perron darauf auf- 
merksam gemacht, daß der gleiche Satz bereits von Kummer, und zwar ebenfalls mit 
elementaren Mitteln bewiesen worden ist!). Da jedoch der obige Beweis von dem Kummer- 
schen erheblich abweicht und etwas kürzer ist, dürfte seine Veröffentlichung wohl ge- 
rechtfertigt sein. Kummer braucht und beweist den Hilfssatz 2, sogar eine Verschärfung; 
er braucht dann aber außer den Formeln (3) noch ähnliche Darstellungen für z + y 
und z + z und muß dabei die drei Fälle unterscheiden, daß x oder z oder keine dieser 
Zahlen durch A teilbar ist, während oben alles einheitlich geht. Zum Vergleich habe ich 
die Bezeichnung der Kummerschen angepaßt. 


ı) E. E. Kummer, De aequatione z# + ya = 521 per numeros integros resolvenda, Crelles Journal 17 (1837) 
8. 208-209. 








Zur Idealtheorie 
in unendlichen algebraischen Zahlkörpern. 


A. Hammerstein zum Gedächtnis. 
Von Arnold Scholz f. 


Den Primzerfall in unendlichen algebraischen Zab!körpern K hat W. Krull in zwei 
Abhandlungen!) untersucht, und zwar hat er in K. I des Verhältnis von Primideal und 
zugehörigen Primäridealen in K präzisiert und dadurch für den Fall, daß eine Primzahl 
pin K nur endlich viele Primteiler besitzt, die Form des Primzerfalls erhalten. (Die un- 
endlichen Körper, in denen alle Ideale nur endlich viele Primteiler haben, betrachtete 
schon E. Stiemke?).) In K.II ist dann der Fall unendlich vieler Primteiler behandelt. 
Dazu wird dort eine auch in die Formulierung der Hauptsätze 25 und 26 (über die Faktor- 
und Teilereigenschaft) eingehende Topologie entwickelt, die der Krullschen Topologi- 
sierung der unendlichen Galoisgruppe?) zwar entspricht, aber schon dadurch etwas ent- 
rät, daß in K.II auch Nichtnormalkörper K betrachtet werden. 

Hier sollen nun diese Sätze (unten als Satz IV und II/III) für unendliche Normal- 
körper K unmittel#är aus dem Begriff der in K. G. definierten Abgeschlossenheit in der 
Galoisgruppe formuliert und bewiesen werden, wodurch der Galoiszusammenhang im 
Satz und Beweis deutlicher wird. Hernach kann man den Primzerfall in einem nicht 
normalen K’ aus dem in seinem Galoiskörper durch den Dedekindschen Satz*) über die 
Primidealzerlegung in Unterkörpern gewinnen, der auf unendliche ‚Körper übertragbar 
ist (Satz V). Ausgang für die Betrachtung ist der Satz (I 1.), daß auch im unendlichen 
Galoiskörper alle Primidealteiler einer Primzahl einander konjugiert sind. Merkwürdiger- 
weise ist dieser Satz weder in K. I, II ausgesprochen noch bei Herbrand®), der nun weiter 
Zerlegungs-, Trägheits- und Verzweigungsgruppen im unendlichen Zahlkörper betrachtet, 
in H.I für relativ endlichen, in H. II für relativ unendlichen Grad. 

Vor Formulierung der Sätze I—IV führen wir die Bezeichnungen ein: 

AnB Durchschnitt der Mengen (Ideale, Körper, Gruppen) A und B, 

AA und VA Durchschnitt und Vereinigung der Mengen A, 

{ } Erzeugungszeichen für Gruppen, () für Ideale, 

AB Menge der Gruppenelemente AB, wo Ain A und Bin ®, 


ı) W. Krull, Idealtheorie in unendlichen algebraischen Zahlkörpern. I., Math. Z. 29 (1928), 42—54; II., Math. 
Z. 81 (1980), 527-557, hier bezeichnet mit K.I und K. II. 

*) E. Stiemke, Über unendliche algebraische Zahlkörper, Math. Z. 25 (1926), 9-39. 

°») W.Krull, Galoissche Theorie der unendlichen algebraischen Erweiterungen, Math. Ann. 100 (1928), 
687-698, hier bezeichnet mit K. G. 

*) Göttinger Nachr. 1895, 272. 

*) J. Herbrand, Thöorie arithmetique des corps de nombres de degr6 infini. I., Math. Ann. 106 (1982), 
473-501; IL, Math. Ann. 108 (1933), 699—717, hier bezeichnet mit H. I und H. II. 
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und erklären noch einmal die grundlegenden Begriffe und Ergebnisse aus K.G. und K.] 
(Erjäuterungen durch Beispiele nach den Beweisen der Sätze). Zunächst entsprechen 
sich bei Übergang von einem endlichen oder unendlichen Körper K zu einem Erweiterungs- 
körper K’ mit dem Einsideal o’ die Ideale a in K und ao’ in K’ wegen a = ao’ nK (vgl. 
H.1, II, Th&oröme 1, und näher K. 1, S. 44)*). Ebenso ist jo’ - ao’ = jao’. Es kann darum 
die Ausdrucksweise, daß ein Ideal a aus Kin K’ ein Produkt oder k.g. V. (Durchschnitt) 
von Idealen a’ wird, aus dem Endlichen übernommen werden. Der Identifizierung von 
a und ao’ wird man dabei am besten so gerecht, daß man alle Ideale grundsätzlich in den 
Körper Q aller algebraischen Zahlen projiziert und als Ideale des Unterkörpers K von 
Q die Ideale a = («,, &, . . .) betrachtet, die durch Zahlen a, aus K erzeugbar sind’), 
(Diese Ideale bilden eine Unter-Halbgruppe H der (unabzählbaren (s. u.)) Halbgruppe 
A aller Ideale.) Primideal in K heißt dann ein Ideal p, wenn die durch Zahlen aus K ver- 
tretenen Restklassen mod p einen nullteilerfreien Ring bilden, d.h. hier einen Körper, 
weil p in K teilerlos ist (K. I, Satz 3). Ein zu p gehöriges Primärideal in K bedeutet dann 
ein Ideal mit dem einzigen Primteiler p. Ist der Restklassenkörper mod p in K endlich 
vom Grade f, also p/ die Restklassenzahl, so heißt / der absolute Grad von p in K. Ent- 
sprechend für Relativgrad. Bei unendlichem Restklassenkörper gilt die Steinitzsche 
Begriffserweiterung (s. H.I, S. 477/78 und unten Satz VI, S. 126). 

Die Galoisgruppe eines unendlichen Normalkörpers K hat immer kontinuierlich 
viele Elemente. Ist K,K,,...,K,,... eine Folge endlicher Normalkörper mit der Ver- 
einigung K = VK, (der Grundkörper K, entweder der rationale Körper P oder irgendein 
endlicher Körper), & die Galoisgruppe von K/K,, 5 irgendein Element aus ®, also ein 
Automorphismus von K, der K, in Ruhe läßt, so bewirkt dieser in K, den Automorphis- 
mus S$,, wo $, die K, in Ruhe lassende Untergruppe von ®& ist, also &/$, die Galois- 
gruppe von K,. Bildet man umgekehrt eine Folge 5, = 8,$, von Automorphismen der 
Körper K, so, daß 5,in K,-, die Substitution Su bewirkt, daß also 5, = S,_, mod $,, 


oder 5,9.-, = S.-19u-» 4. h. 5,80. = 5, , gilt, so bewirken alle, mit i > n in K, 
denselben eindeutigen Automorphismus, und es bestimmt die ganze „Fundamental- 
folge“ S, durch Fortsetzung dieses Automorphismus über alle K, eine eindeutige Per- 
mutation S in K, die sich als Automorphismus erweist, weil die Forderungen hierfür an 
Summe und Produkt bei der Zweizahl der Glieder und Faktoren schon in einem K, er- 
füllt sind (vgl. K.G., Satz 3). Die Substitutionen von & und die Fundamentalfolgen 
entsprechen sich also eineindeutig (vgl. K..G., Satz 3), und es hat & die Kontinuumsmäch- 
tigkeit IIr, = c, wobei r, +1 den endlichen Grad von K,/K,_, bedeutet. Die einein- 
deutige Beziehung ergibt 5,— S$, (= 5,9,), das die $,-Umgebung von S heiße oder 
auch, wenn die Körperfolge K, festgewählt ist, die n-te (nähere) Umgebung von 5 (= NS,), 
und man faßt dann S auch als Limes der aus den $, ausgewählten S, auf. Allgemein 
ist eine Folge R, aus © als konvergent zu betrachten, wenn AR, = R,_, mod 9, für i > in), 
‘und das einzige in allen R,$, liegende Element 5 als ihr Limes. Der Limesbegriff ist 
damit von der Auswahl der Körperfolge K, unabhängig, weil für eine andere Körper- 
folge K} mit VK/ = K jedes K/ in einem K, liegt und umgekehrt. Eine Elementemenge 
heißt abgeschlossen, wenn sie die Limites aller ihrer konvergenten Teilfolgen enthält. 
Die kleinste ein System & enthaltende abgeschlossene Menge heißt die abgeschlossene 


*) Alle Erörterungen über Ideale sind so formuliert, daß man entweder nur die ganzen Ideale betrachtet oder 
die ganzen und gebrochenen Ideale, die Quotienten zweier ganzen sind. 
7 ') Man vergleiche jedoch die Diskrepanz, die hier bei unendlicher Durchschnittsbildung entstehen kann, am 
Beispiel (13). 
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Hülle & von ©. Das Hauptergebnis von K. 6. ist, daß die zu den Unterkörpern von K 
gehörigen Untergruppen $ von & die Gesamtheit der abgeschlossenen Untergruppen 
darstellen. Nicht abgeschlossen aber sind z. B. alle abzählbar unendlichen Gruppen, 
zu denen sicher die aus abzählbar unendlich vielen Elementen im Sinne der gewöhn- 
lichen Gruppentheorie erzeugten Gruppen gehören (vgl. insbesondere Beispiel 2). 


Prim- und Primärideal verhalten sich nach K.I #0 zueinander: Ist p ein Prim- 
ideal, p die durch p teilbare rationale Primzahl, und p, das durch p teilbare Primideal 
in K, 9. = (prK,), so ist p = Vp,, und umgekehrt ist die Vereinigung durch einander 
teilbarer (ineinanderliegender) Primideale p, der K, ein Primideal p in K, weil ein Null- 
teiler mod p schon ein solcher nach einem p, ist. (Dies gilt auch in Nichtnormalkörpern.) 
Es gehe p, in e„-ter Potenz in p auf, also e, , |e,. Entweder sind von einem n an alle 
e, gleich, die Verzweigung von p ist in K nur endlich (hört von einem K, an auf); dann 
sei Max e, = e. Oder die e, wachsen unbeschränkt: in K ist p unendlich verzweigt. In 
beiden Fällen besitzt p eine zu p gehörige Primärkomponente q, d.h. einen größten zu 
p gehörigen Primäridealteiler (der durch alle anderen teilbar ist), den man als Vereinigung 
q= Vq, der zu den p, in K, gehörigen Primärkomponenten q, von p gewinnt, und in 
beiden Fällen teilt q keine Idealpotenz von p mit echt gebrochenem Exponenten. Im 

1 ’ 


ersten Fall wird q = p*, und p teilt p* (d.h. Yp liegt in p, wenn man wie oben p als Ideal 
in 2 auffaßt), aber keine niedere Potenz. Im zweiten Fall teilt p = Vp, = Va," = Vq!'* 
jede Potenz von p mit noch so kleinem positiven Exponenten, ist aber +(1). Es ist 
p? = p, also q durch Potenzierung unerreichbar. Ein beliebiges p-Primärideal r ist be- 
stimmt (K. I, S. 48; s. auch K. II, Satz 14) durch seinen reellen Wert w, der angibt, daß 
t noch jede Potenz p’ mit rationalem r > w teilt, aber nicht teilt für r < w, und den 
Zusatz „‚endlich‘‘ oder „unendlich“, je nachdem p” selbst ein Vielfaches von r ist oder 
nicht. (Das endliche Ideal besitzt im p-Punktring eine endliche Erzeugung und auch 
in K, falls p dort nur endlich viele Primteiler hat.) Dabei existiert in K das endliche 
Primärideal vom Wert w nur, wenn w rational und p” Ideal in K ist, also der Nenner 
von w in einem e, aufgeht, dagegen das unendliche von jedem reellen Wert w, wenn nur 
p unendlich verzweigt ist. Es wird q das endliche Primärideal vom Wert-1, p das un- 
endliche vom Wert 0. Das Ideal q” existiert für rationales » immer in 2, braucht aber 
nicht in K zu liegen. 

Wir vereinfachen noch die Ausdrucksweise und schreiben q” für das endliche und 
g"* = pgq" für das unendliche Primärideal vom Wert w (insbesondere p = q*). Die 
Gesamtheit der „hyperreellen“ Exponenten v = w oder w* entspricht im Sinne der 
Teilbarkeit der q’ der Gesamtheit der Dedekindschen Schnitte der rationalen Zahlen 
bei Nichtidentifizierung der Fälle „Oberklasse mit kleinstem‘‘ und „Unterklasse mit 
größtem Element‘. Hat die Oberklasse ein kleinstes Element, so liegt der Fall w vor, 
sonst der Fall w*. Die natürliche Einordnung der w* ist durch 

(1) u<uw<w fürW>w 
gegeben und die Addition durch 

(2) +W=wnt+uWtr=(w+ w)* 
zu ergänzen. Dann stimmen wieder die Regeln 

(3) qa’|g”’ fürvsv und gr. g’ = gt’ (v= w oder w*) 
(siehe weiter Satz IV). Für irrationales w ließe sich abgekürzt q” schreiben; doch ist 
bei Multiplikation von q” darauf zu achten, daß jedenfalls das Produkt ein unendliches 
Ideal ist. Die Umgebungen der nachher als Funktionen von Gruppenelementen 5 auf- 
tretenden v sind als Intervalle so zu definieren, daß ein v—= w am oberen Rand seiner 
ls” 15* 
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Umgebungen liegt, ein v = w* aber am unteren Rand oder im Innern seiner Umgebun 
je nachdem q” existiert oder nicht (Sprung zwischen w und w* !). Eine absteigende » 
schränkte Folge hat einen Limes w*, eine aufsteigende einen Limes w, falls w Exponen 
ist, sonst w*. Für lim sup v, = w (nicht w*) ist von einem n an v, <S w (siehe unten da, 
Beweis von III. 2). 

Für die Konjugierten q° von q brauchen wir eine Normierung: Ist 3 die Invarian. 
gruppe (Zerlegungsgruppe) von p und q, so legen wir wegen q°° = q° für Z in $ m 
Vermeidung von Doppeldarstellungen für den Exponenten Sein festesrechtsseitiges Rechts 
system mod 3 zugrunde. Für ein beliebiges Element ZS aus © setzen wir aber dureh. 
weg %y; = U, in den nachher auftretenden Exponentenfunktionen. 

Es sei auch gleich darauf hingewiesen, daß Zerlegungs- und Trägheitsgruppe uni 
-körper durch Grenzübergang aus denen der Körper K, mit all ihren Haupteigenschafte 
hervorgehen®): Ist 3, die p, invariant lassende Untergruppe von ®, also 3,/9, die Zer. 
legungsgruppe von p, in K,, so läßt AZ, das Ideal Vp, = p invariant, ein 5 außerhal) 
AB, aber nicht, weil ein solches S auch außerhalb eines 8, liegt und dann {p/?, p,) wm 
(p,p)=1. Also ist Ad, = 3 und damit 3 abgeschlossen. © zerfällt dann mod} 
entweder in endlich oder kontinuierlich viele Restklassen mod 3, und genau so viele Prin- 
teiler hat p. Ist Z, der zu 3, gehörige Unterkörper, in dem q, liegt und den Grad 1 ha 
so ist der zu 3 gehörige Unterkörper Z = VZ, als Zerlegungskörper von q dadurchg 
kennzeichnet, daß q in ihm Primideal ersten Grades ist (Vorwegnahme von Satz 1.3) 
denn liegt & in Z, so etwa in Z,, es gilt eine Kongruenz & = r mod q,, r rational, und dam 
auch & = r mod q. Ist aber © irgendein Körper, in dem q Primideal ersten Grades i 
so ist (anK,) = q„ Primideal in ©, = ®rK,, undaus& =r(g) in O und etwa « in 
folgt «= r(q,). Also ©, = Z, für großes i und © =Z. 

Ebenso ist der Restklassenkörper ® mod p in K isomorph der Vereinigung V®,, wo ®, der Körper 
Charakteristik p vom Grade f, und f„ = 0(f„_,) der Grad von p,„ in K, ist, dessen Restklassenkörper also n 
©, isomorph ist (vgl. H. I, S. 478 und H. II, S. 704, Th6oröme 6, in dessen Beweis dies als selbstvers 
angenommen wurde): Liegt die Zahl « aus K etwä in K,, so ist entweder x = 0(p;) oder seine (pf! — 1)-te Pı 
=1(p,), also =1(p), d. h. jeder Rest hat eineu in einem f; aufgehenden Grad, und ® ist einem Teil 
V®, isomorph . Umgekehrt liefert für jedes n eine Primitivwurzel 9 mod p, in K„ einen Rest (vom Grade 
der auch mod p den Exponenten p® — 1 hat, weil mit 9° = 1(p) auch 9*=1(p,) gilt. Also ®-Vo®,. (fi 
auch, wenn K kein Normalkörper ist.) 

. Ist T,„ der Trägheitskörper von p„ und VT, = T, sind T, und 3 die zu T,„ und T gehörigen Unterg 
von K, so gilt nach Definitionseigenschaft der Trägheitsgruppe «7 = & mod p, für alle x aus K, genau 
wenn T in X, liegt. Also a7 = «a(p) für alle x aus K, wenn T in T = AT, ; was 7 als Trägheitsgruppe von p 
niert. Die charakteristische Eigenschaft des Trägheitskörpers, daß p, in T,„ noch unverzweigt („\T,=puNT, 
von da ab aber, von T, nach K,, voll verzweigt ist, überträgt sich auf T in dem Sinne, daß T auch der g 
Unterkörper von K ist, in dem p noch unverzweigt ist, daß jede endliche Erweiterung von T innerhalb K 
verzweigt und damit jede unendliche Erweiterung unendlich verzweigt ist. Beweis: In T, ist q„ noch P 
ideal (/„-ten Grades) und darum auch q in T Primideal und p noch unverzweigt. Ist aber „ eine Zahl aus 
vom Grade e über T, so auch vom Grade e über einem T,, in dem die Koeffizienten der Gleichung für u lieg 
Primideal in T;(z) ist g}'*, in T(z) also das Ideal (q, q}:*); dies ist gleich q’‘*, weil seine e-te Potenz (q*, q,)= 
Wenn aber p in einem Körper Y zwischen T und K schon unendlich verzweigt ist, ist p selbst das Prir 
von Y und keiner eigentlichen Verzweigung mehr fähig (vgl. hier *) und davor; ferner Satz V/VI.) 

Wir formulieren nun 

Satz I. 1. Auch in den unendlichen Normalkörpern sind die Primidealteiler ei 
Primzahl p einander konjugiert. %. Dasselbe gilt von den Primärkomponenten von 
83. Diese liegen in den Zerlegungskörpern ihrer Primteiler, sind dort Primideale ersten G 
und haben den Wert 1. 

Satz II. 1. Die Primzahl p ist das k.g. V. aller Konjugierten g° einer Pri 
komponente q. 2. Damit p = Nq? schon für einen Teil der Konjugierten, etwa die q® mil 


®) Vgl. auch M. Deuring, Verzweigungstheorie bewerteter Körper, Math. Ann. 105 (1931), 277-807. 
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aus ©, gilt, ist notwendig und hinreichend, daß & die abgeschlossene Hülle von 36 ist, wo 
3 die Zerlegungsgruppe eines Krnaailers von q. 3. Allgemeiner sind die einzigen Primär- 
teiler eines Durchschnüts Nq° die q", für die L in der abgeschlossenen Hülle der 38 liegt. 

Satz IH. 1. Ist (q°)”s die genaue im Ideal j aufgehende Potenz von q°, so bilden die 
Substitutionen S, für die v, > v ist, eine abgeschlossene Menge. 2. Es ist v, eine in & 
nach oben halbstetige Funktion von S. 3. Ist insbesondere j = Agq°)’s als Potenz-k. g. V. 
der q° gegeben, so ist für dieses s 

(4) = Max (v,, Bu Be Ysp) 


und dann j = A(q°)”s die vollständige Ast von j durch alle seine Primärkomponenten. 
4. Die vollständige Primärdarstellung eines beliebig ganzen j = IIN(g°)’s entspringt 
dann aus der Zerlegung j = II(j, m,), wo m = IIm, die Primärzerlegung eines in j liegen- 
den rationalen m ist. 5. Umgekehrt liefert jede beschränkte nach oben halbstetige Funktion 
U; die nur vom rechisseiligen Rest S mod 3 abhängt, ein von Null verschiedenes Ideal 
j= Mg°)’s in vollständiger Primärdarstellung. 

II. 6. Die Aussage (4) bedeutet bei Zergliederung nach Wert und Endlichkeitsverhalten der Ideale, wenn 
wir bei rationalem Wert überall q’ = p*gq”(e = 0,1) entsprechend erselzen: Fs ist auch Üg = Max(wg;, ös), wo 
üg = lim wgg. Bei rationalem, als Exponent von q vorkommendem üg ist die q8-Komponenie unier folgenden 
genauen Bedingungen endlich (also €; = 0): a) für wg > Ws, also U; = wg, wenn es=(0; b) für wg < üg 
also üg = lg, wenn in einer Umgebung von 5 eniweder w < ig, oder w= Ws und dabei e= 0; c) für wg = Üg 
wenn die Bedingungen von a) und b) erfüllt sind. 

Satz IV. 1. Es ist bei vollständiger Primärdarstellung von j, j' 

(6) ji’ = IINgP)'s IIMg°y*is = IINg "st", 

2. Es ist in den obigen Bezeichnungen j Faktor von j' genau dann (j’ = jt darstellbar), wenn 
die Gleichungen %;g + X; = Us für jedes i wenigstens eine nach oben halbstetige Lösung 
haben. 3. Dagegen ist j schon dann Teiler von j', wenn durchweg ©, S Di; 

(Sind die q 8-Komponenten von j und j’ beide unendlich, so gibt es zwei Lösungen z,, gleichen Wertes 
während bei endlicher j’- und unendlicher j-Komponente j kein Faktor von j’ sein kann. Hat j’ aber durchweg 
unendliche Komponenten, so ist j Faktor bei Oberhalbstetigkeit der Wertdifferenzen ”, g —%;g. Soll p Faktor 
von p sein, muß sowohl Zerlegungskörper wie Trägheitsgruppe endlich sein.) 

Bemerkung. Die obigen Sätze bleiben richtig, wenn sie auf irgendeinen endlichen 
Grundkörper K, bezogen werden. Dann ist nur p als ein Primideal in K, aufzufassen, 
und die Werte ver-e-fachen sich, wenn e der Exponent von p (genau p* in p "P aufgeht). 
Die Konjugiertheit wird ein engerer Begriff, die weitesten Umgebungen fallen fort, der 
Limesbegriff bleibt derselbe. 

Beweis von I.1. Sei p ein Primteiler von p in K und r ein zweiter. Dann ist das 
durch r teilbare Primideal r, in X, zu p, ag ge wie oben) konjugiert, weil I. 1 
für endliche Körper gilt. Also etwa r, = p#», wo A, ein Element aus ©. Ist'nun speziell 
In... 7, ein REN aus © für die Galoisgruppe 9,-/9, von KK, also 
$,. = J9+:::+J080 so muß unter den Primteilern pfi-ıı,..., pfi-ı'm 


vont,, = pa (die nur dann alle verschieden sind, wenfi r,_, in K, voll zerfällt) auch 
4 = pfi vorkommen. Also muß A, einem der AR,_,J rechtskongruent mod 8, sein, 
und man darf es dann durch dieses ersetzen. Geschieht das nacheinander für alle A,, 
so gilt dann allgemein R, = R,_, mod $,„-,, d.h. die A, konvergieren gegen eine Sub- 
stitution A, und es wird x = pf. 

Beweis von I.2. Gehen wir von der Definition q = Vq, aus, und ist r irgendein 
durch p teilbarer Primärteiler von p, so auch „= rnK,, und es ist r, | q,, weil q, die 
zu p gehörige Primärkomponente von p in K,. Somit auch r = Vr, | Vq,. Hiermit ist 
noch einmal gezeigt, daß q wirklich die Eigenschaft der zu p gehörigen Primärkomponente 
hat. Ebenso ist q° die zu p® gehörige, und es gibt keine weiteren. 
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I.8 ist oben bewiesen, und der Wert 1 von g geht aus seiner Unverzweigtheit 
hervor. 


Beweis von IL. 1. Folgt aus I. 2 nach K.I, Satz 5 oder so: Esist A’ nK, = Ag = p, 


weil p in K, das Produkt der verschiedenen 9? ist. Somit ist auch Ag? = VAg} = p. 

Beweis von IL.2 durch II. 3. Aus q? | Ag? folgt q” | Ag?, was ein Produkt end- 
lich vieler (teilerfremder) q? in K, ist; also gilt q” |q,'* für ein S, der $ und damit 
ad=g% d.h. 3,L= 8,5, ode JL= 85, mod $,, somit 3L=lim 35,. Um- 
gekehrt folgt hieraus wörtlich rückwärts q? | Ag? und daraus q? | VAq? = Aag°. (Bei 
endlichem Zerlegungskörper mit 3. = 8 trivial.) 

Beweis von III. Behauptung 1 läßt sich auch so formulieren: Ist Z = 5, mod On 
so ist q2* Teiler von A(q°)’. Dies folgert man entweder wie oben für v = 1 ausql = q’, 
durch Erhebung dieser Gleichung in die Potenz mit kleinstem in K, zulässigem Ex- 
ponenten > v. Oder man schließt von v = 1 auf beliebiges v, indem man beachtet, daß 
eine Teilerrelation bei Potenzieren, Radizieren und Limitieren erhalten bleibt. 

2. Die Oberhalbstetigkeit von v, folgt dann unmittelbar und zwar für v = w, 
also endliche 9°-Komponente, sogar in dem scharfen Sinne, daß #,, S ?, in einer ganzen 
H-Umgebung von S; denn gäbe es für ein v>v, in jeder Umgebung von $ noch ein 
Üsp 2 v, 80 ginge (q°)” noch in j auf. Der Übergang von w zu w* bedeutet hier also einen 
Sprung (siehe oben). 

3. Ein k.g. V. von Idealen n (q*)"s ist durch q° nicht nur in ER sondern auch in 
üg-ter Potenz teilbar, wo d, = lim Yan: Das Ideal „ =inK, stellt sich, wenn e, der 
Exponent von p in K, ist, in der Form 


4 
(6) a =imK, = Algi)”s» mit ganzem e, w;, und y <Sw,<v + e 
n 


1 
für v; = w} heißt das w, < w,. <wy * -} dar und ist durch q? in genau w,-ter 


Potenz teilbar, wo w, = Max w,;,, für H in 9,; denn es ist qU = q? gerade für die 
R = ZSH, weil 9° = q und K, bei H in Ruhe bleibt. (Es sei wieder Ws, für alle S als 
nur von 5 mod 3 abhängig definiert.) Entweder sind dann von einem n an alle w, ein- 
ander gleich (= w) und dann v, = w, weil j = Vj,, oder die w, nehmen ständig ab, gehen 
gegen einen Zahlwert w, und dann ist v, = w*. Der erste Fall tritt bei nur endlichem 
Potenzzerfall von p immer ein. In jedem Falle sind für H in 9, alle v;,„ < w, und damit 


%, < lim w, =, (oben = w oder w*). Aber es ist auch wenigstens ein v,, > w, — 
n 


und damit auch Max (v,, %,)2 lim w, = v,, weil e, — oo bei unendlichem Potenzzerfall 
von p, und bei endlichem Zerfall Max v,„, = w (= lim w,). Beide Ungleichungen für 
v, ergeben v vs = Max (v,, v,), wie in III. 3 behauptet. Behauptung 4 ist klar. 

5. Für v<a ist j | p® (bei Gebrauch von gebrochenen Idealen für » > — a auch 
p*\j),-und die Oberhalbstetigkeit: zusammen mit der nur 3S-Abhängigkeit ergibt 
lim %sg S ds. (Natürlich dürfen nur in K zulässige Funktionswerte v angesetzt werden.) 

Bei II. 6 als Zergliederung von III. 3 verweisen wir auf die unten unter © ange- 
führten Idealbeispiele. 

Beweis von IV. (Multiplikationsregel). Sind q’ und q”’ die genauen in j und 
j aufgehenden Potenzen von q und dabei v = w und v’ = w’, enthalten also j und j' 
zwei genau durch q* und q”’ teilbare Zahlen « und , so liegt das genau durch qr*”' 
teilbare «ß in jj‘, und alle Zahlen aus jj’ sind durch gr*”’ teilbar, weil die aus j durch 
q" und die aus j’ durch q”’. Also ist qe+®’ = g’+"’ die genaue in jj’ aufgehende Potenz 
von q. Ist aber v = w*, also j ohne «a, so liegt in jj’ keine genau durch qr**' teilbare 
Zahl, aber Zahlen von jedem höheren Wert bezüglich g. Also ist tet = get 
wieder die genaue q-Potenz von jj‘. 





ze 3 ın3 


Scholz }, Zur Idealtheorie in unendlichen algebraischen Zahlkörpern. 119 


Die weiteren Aussagen von Satz IV sind evident und damit alles bewiesen. 

Zur Erläuterung der Sätze I—IV und der Gestalt der Galoisgruppe bringen wir einige 
Beispiele. 

A. Es sei K der Körper der 3*-ten Einheitswurzeln, d.h. die Vereinigung 
K=VK, wo K, der Körper der 3"*-ten Einheitswurzeln und n =1,2,3,... Ist @ der 
Automorphismus von K, der jede Einheitswurzel in ihr Quadrat überführt, so bewirken, 
weil 2 Primitivrest mod 3* von der Ordnung g = 2 3""1 ist, die Potenzen E,Q, .. ., Q*-! 
die verschiedenen Substitutionen von K,, während Q* in K, die Identität ergibt, wie 
0° in K,,, usf. Trotzdem ist dieaus Q erzeugte Gruppe {0} noch nicht die ganze Galois- 
gruppe von K, wozu nach dem Vorbild der endlichen Körper die Annahme verleiten 
könnte, daß im wesentlichen {Q}/{Qr}, {Q}/{Q%},.... die Galoisgruppen von K,, Kun: - 
darstellen und Q nur P in Ruhe läßt. Es ist z. B. die Substitution 7, die jede Einheits- 
wurzel in ihr Reziprokes überführt, keine Potenz von Q, wohl aber der Limes der Po- 
tenzen 0, 0%, Q®,...,Q®",..., die alle in K,, von Q® ab in K,, von Q® ab in K, usf. die 
Substitution 7’ bewirken. 

Deutlicher tritt hier der oben erläuterte Umgebungsbegriff hervor, wenn man K 
direkt in K, = P(Y— 3) und den reellen Unterkörper A von K zerlegt. Jenen permutiert 
T=(£-L[7!) und läßt V= 0? = (£—- Lt) in Ruhe; diesen permutiert V und läßt 7 
in Ruhe. Von K, ausgehend sind V?, V®, V?”,... die kleinsten V-Potenzen, die K,, K,, 
K,... in Ruhe lassen, also in deren Untergruppen $9,, 93, Hu - - - liegen. Demnach 
zerlegt sich 9, = (E + V?" 4 vzs"')&,,,. Den Limes (Durchschnitt) der Funda- 
mentalfolge 

(7) vv. y-...yvn., (4=0, +1) 
bezeichnet man dann sinngemäß mit V“+3%++9%+,,,, durch eine Potenz von V mit 
triadischem Exponenten (vgl. in K. G., $4, für die unendlichen zyklischen Körper die 
Gruppenbasis aus Erzeugenden mit p-adischen Exponenten). Es wird jetzt ® = {T} {v), 


wo {v} die abgeschlossene Hülle von {V} ist, d.h. die alle Limites der gewöhnlichen 
gi 


Potenzen von V einbegreifende Erweiterung von{V}. Z.B. wird@= TV = (_. ryh). 
Nach K.G., $4 heißt eine Gruppe {c} „idealzyklisch“. 

Die Idealtheorie von K ist hier noch einfach: Alle Zerlegungskörper sind endlich, 
weil eine Primzahl, die = + 1 (3'), aber & + 1 (3°*!), zwar in AnK, aber in keinem 
Oberkörper von K, mehr voll zerfällt. Die einzige von Eins verschiedene Trägheitsgruppe 
ist die des Primteilers p von 3, die = ® ist. Es ist daher 3 selbst das zu p gehörige Primär- 
ideal vom Wert 1. Alle andern p haben endlichen Primidealzerfall. 

B. Es sei K das Produkt aller quadratischen Körper, in direkter Darstellung 


) K=PwWY-1, Y2, Y—3, Y5, V—-7,...,Ypm:-.) = IP(Yp.), 


wo p„ die n-te Primzahl, so mit Vorzeichen versehen, daß p, = 1 mod 4 von p, = — 3 
an und p, = —1 sei. Die zu K aufsteigende Normalkörperfolge werde durch die Körper 


(9 K. = IP(Yp), n=1,2,3,... 
gebildet. Es sei S, die Substitution von K, die Yp: in —Yn überführt, alle anderen 
Vp» aber ungeändert läßt. Dann ist die zu K, gehörige Untergruppe $, von © die ab- 
geschlossene Hülle der aus allen S, mit k > n erzeugten Gruppe. Insbesondere entsteht 


& durch Abschließung der aus allen $, (i > 0) erzeugten Gruppe, und jedes Element 
von ® erhält eine eindeutige Darstellung als unendliches Produkt 


(10) S=- I St =lim IS? (4=0,1). 


Nn>® 
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Aleo = II{S,}=F mit $= {5,5 Sy...) ® ist als direktes Produkt unendlich 
vieler endlicher Gruppen von Kontinuumsmächtigkeit, % als die Untergruppe der end- 
lichen S,-Produkte abzählbar. Die Folge der Basiselemente S,, S,, Sy, . . . ist konvergent 
und hat den Limes E, weil S, = E mod $,. Ebenso hat dann $,5,, Sa - - :, SIa, - ». 
den Limes $,, und daher ergibt die aus den $,S, erzeugte Gruppe abgeschlossen die 
ganze Gruppe ©, im Gegensatz zu 5, Sy... (Es ist nämlich S,, SS, - . SS, .. 
keine zulässige Basistransformation der S,; denn das unendliche Produkt $S = 5,5,5, . .. 
ist durch die S,S, nicht als unendliches Produkt darstellbar. Wohl aber ist 5, $,, Sy, - .. 
mit obigem 5 eine Basis.) 

Die Idealtheorie von K ist hier schon komplizierter. Zwar sind alle Trägheitsgruppen 
endlich: es ist {S,, S,} die (der Primteiler) von p, = 2 und S, für n > 1 die von p,. Für 
pP, = 2 wird also das zu p gehörige Primärideal q = pt, für ungerades p aber q = pi. 
Dagegen sind alle Zerlegungskörper unendlich, sogar die Zerlegungsgruppen endlich: 
von der Ordnung 8 für p, = 2 und 4 für ungerades p. Z. B. ist 


41) Z=PY—3:5, Y—7, y—3-11, Y—3- 13, Y17,....) = I] P(Vp&p) 
mit ,= 0 für p, =1 (8) und ,=1 für p, =5 (8) der Zerlegungskörper von 2 und 
{5 Sj, Z} ihre Zerlegungsgruppe, wo Z = 545,5,5,8, - - - das unendliche Produkt der 
S, für die p, =5 (8). 

Zur Bestimmung der Primärideale q verwendet man hier vorteilhaft die oben für 
Pı = 2 angegebene direkte Zerlegung von Z und erhält z. B. 


( 1 +Yy-85. 1+y—7 1 +17 
’ 2 ’ p) + yore. 








E 3 
als Primärteiler von 2 in K, ebenso 


= (3, 1+Y—2 1 +5, 1+V7,..„ 1 + VE: .) 

wobei das Vorzeichen von p, durch + p, =1 (3) bestimmt sei, als Primärteiler von 3 
in K, weil (3, 1 +Y—2,,..,1 +JY+ p.) der Primärteiler (das Quadrat des Primteilers) 
von 3in K, ist. Bei Ersetzung von 1 ++ p, durch 1 —-V+p (nur für den Index i) 
in der unendlichen Idealbasis von q entsteht q®. Es ist 3 das k. g. V. aller Konjugierten 
gq°, aber auch schon der q°’ mit $’ aus = {S, S,.- .,}, d.h. derjenigen q°, die durch 
Vorzeichenänderung nur endlich vieler Quadratwurzeln in der Idealbasis von q ent- 
stehen, diesnach Satz II wegen $ = &. Die Aussagen von Satz III und IV vereinfachen 
sich hier wesentlich, weil der Potenzzerfall endlich ist: Ist j ein k.g. V. von Potenzen 
der q°, so sind deren Exponenten r, volle Viertel (für p > 2 volle Halbe), und die Dar- 
stellung ist vollständig, wenn kein r, echtes Minimum in einer Umgebung von $ ist. 
Es ist j Teiler von j‘, wenn in voller Darstellung r, S r;, und obendrein Faktor von j', 
wenn r, —r, für kein S echtes Minimum in einer Umgebung ist. Faktoren einer Prim- 
zahl p sind infolgedessen nur die Teiler mit endlicher Idealbasis, die also schon als Ideal 
eines endlichen Teilkörpers von K ausdrückbar sind. 

C. Es sei K der Körper aller Einheitswurzeln. Hier hat die Idealtheorie schon die 
volle Kompliziertheit, die sie im Körper aller algebraischen Zahlen hat. Während dieser 
aber eine unübersichtliche Galoisgruppe hat, hat die von K folgende einfache Gestalt: 
Es ist & das unendliche direkte Produkt aller Trägheitsgruppen 7, der einzelnen Prim- 
zahlen p und dies wieder die abgeschlossene Hülle der aus allen T, erzeugten Gruppe. 
Die einzelnen ,, von denen wir 7, schon kennen, haben für ungerades p die Form 
z,={T,}- (v,) wobei das Trägheitselement 7, von der Ordnung p —1 den Körper 
der p-ten Einheitswurzeln permutiert, während der andere direkte Faktor, die Ver- 
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zweigungsgruppe *von p, aus den p-adischen Potenzen von V, = (£ — {r*!) besteht. 
Für p = 2 hingegen ist ganz 7, Verzweigungsgruppe und zerfällt in , = {V,}- {w,): 
wobei das Verzweigungselement V, = (£{— 1) der Ordnung .2 die vierten Einheits- 
wurzeln permutiert, während der andere direkte Faktor, die höhere Verzweigungsgruppe 
von 2, aus den dyadischen Potenzen von W, = (£ — £5) besteht. Zu beachten ist dabei, 
daß in dieser Bezeichnungsweise allgemein 7, und V, für (m, p) = 1 den Körper der 
m-ten Einheitswurzeln in Ruhe lassen, also eine Angabe V, = ({—e) nur für p*-te 
Wurzeln gilt; die Substitution aus ©, die jede Einheitswurzel ins Reziproke überführt, 
ist-daher nicht V,, sondern rd T, bi p=2k +1. 


Idealtheorie in K: Jede ‚Primzahl p hat wegen unendlicher Trägheitsgruppe T, 
unendlichen Potenzzerfall. Also haben wir hier mit Wertexponenten w und w*+ zu 
rechnen. Dabei kommt aber, wenn q ein Primärteiler von p ist, das Ideal q” für rationales 
w nur dann in K'vor, wenn der Nenner von w gekürzt cp® lautet, wo c|p —1, wie aus 
der Gestalt von T, folgt. (Hier liegt ein Unterschied gegen den Körper aller algebraischen 
Zahlen vor, wo für jedes p alle Exponenten w und w* vorkommen.) Die Zerlegungs- 
körper sind aber auch alle unendlich, wie schon daraus folgt, daß K das oben behandelte 
Produkt aller quadratischen Körper enthält. Erst die in Satz III eingeführten Werte- 
limites beantworten dann alle Teilbarkeitsfragen in K. 

Zur Erläuterung von Satz III und. IV betrachten wir einige Ideale aus K, die 
k.g. V. von Potenzen eines Primärideales q |2 und seiner Konjugierten q, = q7”« sind: 
Dabei sind die q, alle voneinander und von gq verschieden; denn für q, = q, oder =q 
gehörte 7,7" oder 7, der Zerlegungsgruppe von 2 an, die aber außerhalb der Träg- 
heitsgruppe nur unendliche Produkte der 7 und V enthält (vgl. die Gestalt der 3, im 
Beispie! B); hier lautet sie 


1  {F}-{v)-{Wah wo F=FRsFsFu--- und F, = 733 
Vertreter der Frobenius-Substitution von 2 im Körper der p*-ten Einheitswurzeln. Es 
bilden aber 7, 7,, 77, Tj1n --. eine gegen das Einheitselement gehende Fundamental- 
folge, weil die aus den Resten der Folge erzeugten abgeschlossenen Untergruppen {7,,,...} 


den Durchschnitt 1 haben (wie in B die Gruppen {S,,...}).Die genaue Potenz von q, 
die in einem aus den q, zusammengesetzten Ideal aufgeht, ist dann nach: Satz III zu 
ermitteln, z. B. 

enthält q in der genauen Potenz q!, 


1 
Im Ay. ®) at OR, IPTRBEN An »„ .g* (p, Primteiler von q,)-: 
Es ist aber i nicht etwa das Produkt von j und j’, sondern jj’ muß q nach Satz IV in der 
Potenz q’*t! = g!* = pg enthalten, also j =Aq, npq =pi. Ebenso geht genau 
g'+ in 


i = Apgsgs N AQzarı = Agua N Agasrı 
auf,. worin das Zeichen n nicht fehlen darf; denn das Produkt der beiden A ist schon . 
durch q®* teilbar. Ist bei diesen Idealen in der in Satz III. 6 ausgeführten Trennung 
p'q” die genaue in ihnen enthaltene q-Potenz, und sind e, w, e,, w, die n ihrer k.g. V.- 
Darstellung angegebenen. Exponenten von p,q,p,g, und lim w, = %, so wird 
w = Max (w, %) 
Journal für Mathematik. Bd. 185. Heft 2. 16 
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und 2 = 0 bei ! nach a) wegen e = 0, bei j’ nach b) wegen w, < w =, bei i nach b) 
wegen w, = w'‘, aber e, = 0; bei I nach c) wegen e = 0 und w,< w. Dagegen ist <=1 
für ii’ nach b) und für i, j, jj’ nach ce): für jj’ wegen e=1, für j wegen w, > w’ und 
für i’, weil w, = w’ und für beliebig hohes a (nahe Umgebung) noch e, = 4 vorkommt. 
Die Rechnung wird jedoch einfacher bei ungeteilten Exponenten $ = Max (v, $) 
mit = lim u,. Sinngemäß wırd man q u; . Galoislimes der q, anschen und all. 
gemein q° als den Galoislimes der Folge gq; 
Schließlich betrachten wir noch das Tdenl 
4 ;(ı en =) 
(13) =, 


in K und Q. Da die Exponenten der q, eine aufsteigende Folge mit dem Limes : bilden, 


1 
enthält es q in Q in der Potenz q°. Aber diese Potenz liegt nicht in K, sondern nur Po- 
tenzen 4, wo der Nenner von w wegen q | 2 (wie oben festgestellt) eine Potenz von 2 
ir 


ist, und daher teilt q das.Ideal m(K) in der Potenz g° , es ist 
m(K) = pm(2) und m(2)= (/2, m(K)). 

Es ist aus diesem Grunde auch m(K)? = pAgl-!**, also die dritte Potenz des 
Durchschnitts nicht einfach der Durchschnitt der dritten Potenzen. Dies ist inner- 
halb eines Körpers K eine Besonderheit, die bei endlicher Durchschnittsbildung 
nicht auftritt. (Nur bei Durchschnittsbildung mit anderen Körpern hat man z.B, 
VnPp= —= 2, während (2) np)? = 4 ist.) Das Ganze spricht dafür, m(Q2) als das 
eigentliche Ideal m aufzufassen, also wie zu Anfang alle Ideale in Q zu betrachten. Dann 
ist m(K) lediglich als mK aufzufassen, und es braucht ein unendlicher Durchschnitt 
von K-Idealen (durch Zahlen aus K erzeugbaren Idealen) selbst kein K-Ideal zu sein, 
in Analogie etwa zu der Tatsache, daß eine Folge rationaler Zahlen einen irrationalen 
Grenzwert haben kann. 

Wir vergleichen nun noch den Idealzerfall in einem beliebigen (unendlichen) Zahl- 
körper K’ mit dem Zerfall in einem K’ enthaltenden Galoiskörper K, etwa dem Normal- 
körper NK’ von K’., Da gilt entsprechend dem Dedekindschen Satz®): 

Satz V.1. Ist K ein unendlicher Galoiskörper mit der Gruppe ©, und K’ der zur ab- 
geschlossenen Untergruppe $ von & gehörige Unterkörper von K, sind 3 und % die Zer- 
legungs- und Trägheitsgruppe eines Primteilers p der Primzahl p in K mit der Primär- 
komponente q, so stellen die Ideale q’(S) = or Mr alle Primärkomponenten von p in K’ dar. 


2. It & = 2355 (= 253°H) eine PER de Zerlegung von ® nach dem Doppelmodul 
(8; 9), so erhält man alle verschiedenen q’(S) genau einmal, wenn man S ein vollständiges 
Restsystem mod (3; 9) durchlaufen läßt. 3. Ist dabei K’ oder der Zerlegungskörper Z von 
p normal, so ist 39 = 98 (sonst HAB” mit H in $) die Untergruppe von ©, die q’ = q’(E) 
invariant läßt. Entsprechend bleibt a’(S) bei 3°& invariant. Dasselbe gilt für die Prim- 
teiler p’ und p’(S) von q’ und q’(S). 4. Der Restklassenkörper mod p’ ist dadurch gekenn- 
zeichnet, daß seine idealzyklische Galoisgruppe & = tCc} zu ZIBAHT = ZIBNHT iso- 
morph ist (entsprechend die von p'(S) zu 88° 92°). 5. Das Primideal p’ hat einen 
endlichen Grad f' oder unendlichen Grad, je nachdem ZNHT in 8 den Index f’ oder un- 
endlichen Index hat (3 mod HT in f’ oder unendlich viele Restklassen zerfällt). 6. Es ist 
BnSHT die Untergruppe von ©, die jede in K’ vertretene Restklasse mod p in sich über- 
führt und im Fall des Satzes V.3 auch die Untergruppe, die jede Restklasse mod p’ un- 
geändert läßt, während 9X das System ist, das jede Zahl aus K’ in eine zu ihr mod p kon- 
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gruente Zahl überführt. 7. Das Primideal p’(S) ist endlich vom Exponenten e’ eder un- 
endlich, je nachdem T® mod & in e’ oder unendlich viele Restklassen zerfällt. 

Beweis. 1. Sei wieder K, eine Normalkörperfolge mit der Vereinigung K und der 
Untergruppenfolge $,. Für den endlichen Körper K,=K’nK, zur Untergruppe 
(9 9} = 5 ist sicher q’n K/, = Ng°##», wo HH, die Gruppe 9, durchläuft; denn weil 
K, bei HH, in Ruhe bleibt, ist jedes gq@#» Teiler, aber auch kein weiteres qX, weil alle Pri- 
iirkomponenten nach Satz I. 1 in bezug auf den endlichen K/ konjugiert sind. Nun ist 
(S)= anK = a’nVK, = Vig’nK) = YA = Ag®® wegen H,— E bein oo. 


2. Genau dann wird Ng® ae, wu jedes q°*® mit einem q°® überein- 
stimmt, wenn also zu H ein H’ aus $ und umgekehrt paßt, daß 35’H = 3SH’ wird, 
oder 3’H = 35H ist. 

3. Jedenfalls ist q’? = q’, weil q’ Ideal in K’. Wegen q’ = Ag? ist für Z aus 3 
auch 2 = Ag? = Ng?#” — Ag"" = g’, wenn $ invariant, also G=9H ist. (Ist 
8 ohne $ invariant, erhält man Ag®? — Ag(#2#)# _ Ag®, weil dann HZH-! in 
8 liegt und darum q invariant läßt.) Umgekehrt muß für q’”’ = g’ auch q’ unter den 
Teilern q? von q’ vorkommen, d.h. J = ZH darstellbar sein. Für p’ = Vg’ gilt dann 


r>0 
dasselbe. 


4. (enthält 5.). Wir betrachten zuerst endliches K. Hat p in K den Grad / und 
Exponenten e, so ist Ord 3 = ef und Ord Ü =e. Sind ferner /’ und e’ Grad und Ex- 
ponent von p’, zugleich dann f’ der Grad des Unterkörpers ®’ der K'-Restklassen mod p, 
so sind f:f' = d und e:e’ = c der Relativgrad und Relativexponent von p bezüglieh K’, 
und essind Ord (39) = cd und Ord (TH) = c die Ordnungen der Relativzerlegungs- 
und -trägheitsgruppe. Die Gruppe R=(Z3nH)T hat die Ordnung cde:c = de, weil 
itBrnH)=TnBnH = Tnd die Ordnung c hat. Also hat Z/R die Ordnung fe:de=f’ 
und ist mit 3/T auch zyklisch, beides wie die Galoisgruppe & des Restklassenkörpers 
mod p’. Es stellt sogar Z/R über die abstrakte Isomorphie mit & hinaus die Automor- 
phismengruppe der in K’ vertretenen Restklassen mod p dar (vgl. V. 6), weil die Elemente 
aus R jede dieser Restklassen sicher invariant lassen, aber auch ihre Antomorphismen- 
gruppe die Ordnung f’ haben muß und daher keine echte Faktorgruppe von 3/R sein 
kann. Das werden wir nachher brauchen. 

Sei jetzt K’ noch endlich, aber K unendlich. Wir wenden dann das eben für einen 
endlichen K gewonnene auf alle Körper K, (n > i) an, die bereits K’ enthalten. ' Nach 
den früheren Bezeichnungen ist dann oben 3, T, $ durch 3,/9,, Tu/Hn, 9/9. zu ersetzen, 
und es geht 3/R nach Kürzung durch 9, über in 3,/R, mit 8, = 3,n9T,. Es zerfällt 

(14) Bu en: N, + RC + R,C® aa > Rec mit C aus B. 
weil nach 3. bereits 39, = 3, ist und 9, in R, liegt. Es kann dabei für alle 3, dasselbe 
C wie für 3, verwandt werden, weil C mit 3 in jedem 3, liegt und wegen R, < ®, keine 
frühere Potenz von C in R, liegen kann als in #,. Der Durchschnitt aus (14) gibt 

15) ° BERHERHER+::- +CR mit R=(BH)T. 

Also wieder > Z/(B H)T. 

Nun sei auch K’ als unendlich zugelassen. Der Körper ®, der inK,=K'nK, ver- 
tretenen Restklassen mod p hat nach dem Letztgewonnenen die Gruppe 8/3n HH)T, 
also der Körper ®’ der in K’ = VK/ vertretenen Restklassen wegen ®’ = Y®) (vgl. den 
Kleindruck vor Satz I) die Gruppe BNBnAHH)T = BET HIT, weil 19, 1. 

6. Für & in K’ ist „= o"=oamodp, also & bei HT invariant mod p. Aber 
nur wenn dabei H, wie T' es tut, in $ liegt, bleibt die Restklasse von & mod p invariant, 
weil sie nur bei Substitutionen aus 3 wieder in eine Restklasse mod p übergeht, Esi 

16° 
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solchen Substitutionen aus 3 aber, die außerhalb Zr HT liegen, entsteht nach 4. eine 
andere Restklasse. 

7. Für endliches K ist der Satz nach 4. richtig: Wegen Ord (TH) = c zerfällt 
X mod $ in e:c= e’ Restklassen, und dies war der Exponent von p’. Für unendliches 
K habe p/ in K/ den Exponenten e,. Es zerfällt dann T, mod $%, in e, Restklassen. Be- 
hält der Exponent von einem n an den Wert e’, so läßt sich wie oben bei 4. die Gruppe 


(16) z. = 799. + 799. +: + 7,59, (n >) 
mit einem festen Restsystem 7,,.. ., 7, aus.T zerlegen, weil TH, = 7, aus Anwendung 
von 3. und 6. auf K, hervorgeht. Der Durchschnitt aus (16) gibt 

(17) z=T$ +79 +'''+To9. 

Wächst aber der Exponent von p, mit n über alle Grenzen, so kann T mod $ nicht in 
endlich viele Klassen zerfallen, weil aus einer Darstellung (17) auch die Darstellung (16) 
durch Multiplikation mit $, folgt. Damit ist alles bewiesen. 

Die Angabe: Grad f und Exponent e eines Primideals p gibt im Fall Unendlich 
weder über die Struktur des Restklassenkörpers mod p vollen Aufschluß noch über die 
Menge der zu p gehörigen Primärideale. Hier helfen die schon oben erwähnten Steinitz- 
Herbrandschen Idealzahlen (H.I, S. 477): Mit K= VK,, p = Vp, und ®= V®, für 
den Restklassenkörper mod p führt man auch für die Gradfolge f, einen lim /, = f ein, 
der bei schließlich konstant bleibendem f, diesen Wert habe, sonst aber ein ideales Potenz- 
produkt IZl# (0 Ss z,S oo) aller Primzahlen /,, dessen Exponent z, die obere Grenze 
aller z,, in f, = II!" ist. Dieses f gibt dann genau die Struktur des Restklassenkörpers 
mod p an: Er enthält, abstrakt gesprochen, das Galoisfeld f’-ten Grades (f’ endlich) genau 
dann, wenn für f = II! jedes z, Sz, ist, d.h. wenn f’ in einem f, aufgeht. Ebenso 
wie f symbolisch das k.g. V. aller /, wird, kann e als k.g. V. aller e, gewertet werden, 
und es ist q’'“ Ideal in K, wenn e’ |e. 

Der Exponent oo hat hier die Wirkung der Ordinalzahl », weswegen man besser 
o statt oo schriebe, obwohl kein höherer Exponent als » vorkommt (jedoch in der Kom- 
positionsreibe der Trägheitsgruppe, siehe unten): Hat man einen Unterkörper K’, in 
dem prıK’ = p’ den Grad f’ |/ hat, und enthalten f’ und f die Primzahl / in a-ter und 
w-ter Potenz, so hat p bezüglich K’ den Relativgrad f:f’, der ! in (w — a)-ter Potenz 
enthält, wo © — a = » für endliches a und ® —o = (0 zu setzen ist; denn wenn der 
Rostklassenkörper ®’ in K’ schon das p-Galoisfeld /--ten Grades enthält, so ist Grad 
®/®’' oder der Grad jeder endlichen Erweiterung von ®’ prim zu /, weil ja alle Reste 
I»-ten Grades mit endlichem m schon in ®’ liegen. Ist aber / und der Relativgrad d 
von p bezüglich K’ bekannt, so kann bei /® | / nur !P oder !® in d aufgehen, und im letzten 
Fall läßt sich daraus nicht die in f? enthaltene Potenz von / bestimmen, entsprechend 
der Tatsache, daß die Rechtssubtraktion der Ordinalzahlen weder immer durchführ- 
bar noch durchweg eindeutig ist. Daher kann auch der Beweis von Satz V.4 nicht un- 
mittelbar durch Übertragung seines endlichen Teils ins Unendliche geführt werden. 

Dasselbe gilt für den durch e angezeigten Potenzzerfall. Hier muß man nur im 
Fall, daß p’ schon unendlich und dann p’ = p = p® für beliebiges a ist, auch p’ = p" 
schreiben, wobei der Quotient e:e’ in oben angegebener Weise durch Differenz der I 
Exponenten zu bilden ist und die konkrete Bedeutung hat, die ihm Deuring®) beige 
messen hat: daß sich der rationale Wertevorrat der endlichen p-Primärideale beim Über- 
gang von K’ zu K ver-e:e’-facht. In unserem Beispiel A des Körpers K der 3”-ten Ein 
heitswurzeln heißt das z. B., daß der (unendliche) Primteiler p’ von 3 im reellen Unter- 
körper K’ als das Quadrat von p anzusehen ist, weil in K’ endliche Primärideale 3” nur für 
w mit einem Nenner 3° vorkommen, während w in K auch einen Nenner 2 - 3° haben kanı. 


») 4.2.0. 9), 8.279 und 20. 
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Trotzdem kann noch eine Diskrepanz zwischen Relativexponent und Ordnung 
der Relativträgheitsgruppe auftreten, wie Deuring!®) am Beispiel des 2-Zerfalls im Körper 
K.der 2*-ten Einheitswurzeln bezüglich seines reellen Unterkörpers K’ zeigte: hier stimmen 
die 2-Primärteiler in beiden Körpern überein: bei den 2” haben in beiden Körpern die 
rationalen w einen beliebigen Nenner 2°. Aber die Gruppe von K/K’ gehört zur Trägheits- 
gruppe von 2, weil schon die absolute Galoisgruppe von K ganz Trägheitsgruppe von 
2 ist. 

Diese Diskrepanz rührt hier nun daher, daß man den Körper K der 2*-ten Einheits- 
wurzeln einmal in eine Kompositionsreihe von » Gliedern entwickeln kann, deren n-tes 
Glied der Körper K, der 2*+!.ten Einheitswurzeln ist (unsere normale Entwicklung 
K= VK,), oder man bildet die Kompositionsrihe P<K<K<---<K’<K von 
o +1 Gliedern, in der K/ der reelle Unterkörper von K, ist. Da die Trägheitsgruppe 
von 2 die ganze Gruppe war, hat sie den Faktor 2 in der normalen Kompositionsreihe 
o-mal, in der letztgenannten aber (» + 1)-mal, d. h. auch in K/K’ ist 2noch träge. Doch 
der Exponent e reicht als Kardinalzahl nur bis zur Mächtigkeit w, erreicht diesen Wert 
schon in K’ und kann sich daher von K’ nach K nicht vergrößern, d.h.p = p’. 

Allgemeine Frage: Welche abzählbare Ordinalzahl an Wiederholungen kann in 
einer Kompositionsreihe ein Trägheitsprimindex ! erreichen ? Der Körper Q aller alge- 
braischen Zahlen läßt jedenfalls Kompositionsreihen mit beliebig viel abzählbaren Glie- 
dern zu: Wir greifen aus Q zuerst den Körper X aller quadratischen Irrationalitäten 
(Beispiel B) heraus, bringen die Erzeugenden /’p, in eine vorgegebene abzählbare Wohl- 
ordnung von & Gliedern und bilden in dieser Reihenfolge durch sukzessive Erzeugung 
eine Kompositionsreihe der Länge & für X, die wir über XQ,, XQ,, ... mit Zwischen- 
kompositoren bis Q fortsetzen (2, endlich, VQ,= 9). Diese Kompositionsreihe für 
2 hat die Länge x + w. Auch kommt 2 in ihr als Kompositionsindex (& + »)-mal vor 


(bis X bei allen & Gliedern und nachher noch w»-mal durch Adjunktionen Ya). Aber 
als Trägheitsindex irgendeines p kommt hier 2 nur »-mal vor, weil bis X nur ein- bis 
zweimal. Die gestellte Frage hängt wesentlich von der Ausbreitung der Verzweigungs- 
gruppen ® ab; für die idealzyklischen T/® kommen für die 3/T nur » Wiederholungen 
in Betracht. 

Die Gruppe 3/T eines Primideals p in K= VK, wird eine idealzyklische der Ord- 
nung f, wo / der Idealgrad von p, in folgendem Sinne: Ist «, eine Erzeugende von K,, 
ist ad = a ein zu &, konjugierter Rest mod p und 5, die hier mod T, eindeutig 
bestimmte Frobenius-Substitution von p,, und es zerlegt sich 

ET +tSsT t+ST, + + ST. 
Die Frobenius-Restklassen mod T,, bilden die Umgebungsfolge einer bestimmten Rest- 
klasse mod X in 3, deren jeder Repräsentant C die Eigenschaft der zu p in K gehörigen 
Frobenius-Substitution hat, daß «’ = a° modp für jedes & aus K gilt. — Wegen 
5, =( mod T, kann man wieder. 

(18) = Tu +lT, + +7, 7, = 97, 
zerlegen und erhält wie im Beispiel A für jedes Element aus 3/T eine Fundamentalfolge 

(19) Och... (Or = ren 9, T 
mt 0 << f,,,//, deren Limes man dann wieder mit 

(20) Catahtteiat 
bezeichnen kann. Die Darstellung ist eindeutig von der Körperfolge K, oder der Grad- 
folge f, abhängig. Eine andere gegen f gehende Gradfolge ändert die Gestalt des Ex- 
ponenten von C. Das Kriterium aber dafür, daß der neue Exponent dieselbe Potenz 


") A,a.0. ®), 8.296. 
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von € liefert wie der alte, ist, daß beide Exponenten nach jedem endlichen f’ | f einander 
kongrüent sind. Somit kennzeichnet f eindeutig die Struktur der idealzyklischen Gruppe 
{C} als seine „ideale Ordnung“. Die Isomorphieaussage des Satzes V.4 kann dann in 
eine Ordnungsaussage umgewandelt werden, als Präzisierung von V. 5 für unendlichen 
Grad. Wir fassen alles zusammen in 

Satz VI. 1. Im unendlichen Normalkörper K gehört zu jedem Primideal eine rechts 
mod X eindeutige Frobenius-Substituton C', die bei p | p aus jeder der beiden Relationen 

(21) o® = © mod p und C = lim S, mit a? = adu(p,) in K, 


hervorgeht. 2. Es ist dann 3/T die idealzyklische Gruppe {CT}, und diese hat den Grad 
f von p zur idealen Ordnung. 3. Der Grad f' des Primideals p’ im Körper K’ zur Gruppe 
& ist gleich der Idealordnung von ZJZNHT (Satz V. 4, 5). 4. Es hat p über K’ den Re- 
latiograd f:f! = Tl“ (z,, z, Exponenten in f, f); dabei ist z,= oo wie die Ortlinalzahl 
o» zu behandeln: 5. Ebenso ist der Exponent e:e’ von p.über K’ aus dem von p und p’ zu 
berechnen. 6. Die Ordnung der Relativträgheüsgruppe von p über K’ kann e:e’ übersteigen, 
aber als ä:e' gewertet werden, wo ä die Primzahl l in n-ter Potenz enthält undnSw:-?2 
anzeigt, wie oft und in welcher Vielfachheit l als Trägheitsfaktor in der Reihe 
P<Knk,<:-<Knk,<: <K<KKR,<.  <KKu<:: <K 
vorkommt (l als Faktor in der Indezreihe 
T>.->TNnHH, >: >TnH>--:>Tn9nQ, >: >E). 

Herbrand zeigt (H.I, $8), daß es Körper K gibt, über denen Q relativ unendlich 
ist, und in denen alle Primideale ein e und f haben, die endliche Vielfache vorgegebener 
e' und f’ sind. Hier ist hervorzuheben, daß der Maximalfall e = f = oo = III? bereits 
im Produkt M aller reinen (absolut Kummerschen) Körper eintritt: Im Körper K aller 
Einheitswurzeln sind bereits alle Primidealgrade f = oo; denn für feste Primzahlen p 
und / weisen alle p"—1 (a=1,2,...) immer neue Primteiler auf, da 

(pP 1): (Pr —1) = mod pr — 1, 

und daher gibt es stets eine Primzahl g, für die p zum Exponenten /!* gehört, so daß p 
im Körper der g-ten Einheitswurzeln in Primideale /*-ten Grades zerfällt und damit in 
K.den Grad © erreicht. Der Exponent von p ist in K jedoch erst (p — 1)p” (siehe oben (), 


Da aber M alle /p enthält, ist dort auch jedes e = &. 
Zum Abschluss korrigieren wir eine Bemerkung von Moriya!!), daß der Beweis von Herbrands Lemma ? 

in H. I, 8.489 für endliche Körper K, K’' 

exx'r |%x; Izaın = Ie:ler ie); wiel 
(&, Ordnung von %/®) falsch sei. Moriya behauptet dies, ohne eine Fehlerstelle anzugeben, und sagt, daß der 
Satz „in einigen Fällen gelte“, ohne zu prüfen, ob er nicht doch allgemein richtig sei, oder nach einem Gegenbe- 
spiel zu suchen. Mit dem Fehler meint Moriya gewiß die Gleichung auf S. 4% o., die in unsere Sprache übersetzt 
lautet 

Ord (ENHNENH) = Ord ENAH/ENHNT= Ord{B r 9, Tr 
(Herbrand schreibt A® für {%, ®}) und deswegen richtig ist, weil X invariant in 3 und darum auch wirklid 
BnH, Ü= (8 H)T, was Herbrand anzugeben unterläßt und Moriya wohl entgangen ist. Einen wirk 
lichen. Fehler habe ich in Herbrands Beweis nicht gefunden, und so dürfte er wohl richtig sein. 


11) M. Moriya, Berichtigung zu meiner Arbeit: Theorie der algebraischen Zahlkörper unendlichen Grades u 
Bd. 8, 107-190; Journal Fac. of Se., Hokkaido Imp. Univ. 4 (1936), 121/22. 





Eingegangen am 27. Januar 1942. 
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Über ebene Punktmengen, welche überall 
einen Sektor von gegebener Grösse freilassen. 


Von Christian Pauc in Berlin. 





Es sei M eine Punktmenge in der euklidischen Ebene E,. Mit Herrn Roger!) be- 
zeichnen wir dann als leeren Sektor für M im Punkte P einen abgeschlossenen Sektor & 
mit P als Zentrum, welcher keine Punkte von M — (P) enthält. Diejenigen beschränkten 
Punktmengen % in E,, für welche 

(5) in jedem ihrer Punkte ein leerer Sektor mit fesigelegtem Radius ge > 0 

und festgelegter Öffnung 6 existiert ( <® <a), 
wurden von den Herren Kakeya-Kunugi®) und Kametani®) untersucht. Der von ihnen 
gewonnene Satz lautet: Das äußere lineare Maß (im Sinne von Carathöodory) von A 
ist endlich. 

Die Betrachtungen, mit deren Hilfe Herr Roger!) seinen Satz über das Verhalten 
des Kontingents (Deriviertenbüschels, Halbtangentenmenge) einer beliebigen ebenen 
Menge beweist, liefern fast unmittelbar folgende Verschärfung des angeführten Satzesı 

Jede, der Sektorbedingung (S) genügende, beschränkte Menge U in E, ist Teilmenge 
einer rektifizierbaren Kurve*), welche durch Aneinanderseizen von endlich vielen Lipschits- 
bogen entsteht®). 

Unter einem Lipschitzbogen verstehen wir dabei einen Bogen, welcher bei ge- 
eigneter Wahl eines (kartesischen) x, y-Koordinatensystems darstellbar ist durch 
y=f{2),asz<sb, wobei /(z) eine Lipschitzbedingung | f(z,) -Hz)Is Kl, —z| 
(mit K = konstant) erfüllt. 

Den Beweis dieses Satzes®) kann man folgendermaßen führen. Die beschränkte 
Menge 4 ist in einem Quadrat Ö\ enthalten. Wir zerlegen &\ in r* kongruente Teil- 
quadrate O® „ wobei wir r so groß wählen, daß der Durchmesser der Q® kleiner als e 
ist. Dieser Zerlegung von Ö) entspricht eine Zerlegung von W 


A1=2W mit W=X-D009, j=eh:...,r, 


“ ) F. Roger, Les propriöt6s tangentielles des ensembles euclidiens de points, Acta math. 69 (1988), 
183, 

*) 8. Kakeya und K. Kunugi, A relation between the length ef a plane eurve and angles stretched by it, 
Proc. Imp. Acad. Jap. 18 (1937), 296800. 

®) 8. Kametani, Some remarks on Kakeya-Kunugi’s theorem, Jap. Journ. Math. 17 (1940), 27—80. 

*) Unter „Kurve“ ist in vorliegender Note eine orientierte Kurve (nicht eine Kurve im Sinne der Menger- 
schen Kurventheorie) zu verstehen, d.h. das stetige (eindeutige) Bild einer orientierten Strecke. Auftretende 
„Bogen“ sind ebenfalls orientiert. 

®) Darunter ist zu verstehen, daß der Endpunkt z. B. des (orientierten) Bogens 9, mit dem Anfangspunkt 
des (orientierten) Bogens ®;;, zusammenfällt. 

*) Herrn Roger danke ich bestens für seine freundliche Hilfe bei der Ausarbeitung des Beweises. 
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wobei der Durchmesser von X) kleiner ist als o. 

Es sei nun in E, eine Orientierung (Umlaufsrichtung) und eine Ursprungsrichtung 
(Nullrichtung) festgelegt. Wir wählen die natürliche Zahl n so groß, daß 2rn-! < 2-19 
gilt, und bezeichnen mit &©,,,q = 0,1,...,n —1, den bis auf eine Translation be- 
‘stimmten Sektor mit g als Radius und mit 2nn-!g bzw. 2rn-!(q + 1) als (orientiertem) 


Winkel seiner Schenkel mit der Ursprungsrichtung. Da 9 der Sektorbedingung (S) ge- 
nügen soll und da die Öffnung der Sektoren ©, kleiner ist als 2-16, i—=1,...,n, gibt 
es in jedem Punkte P von U einen, zu (A — (P)) fremden Sektor ©,. Bezeichnen wir 
mit A die Menge aller Punkte von X, welchen ©, als leerer. Sektor zugehört, so 
gilt nach dem eben Gesagten: 

(A) un — € U) und = : 2 ur, 
wobei der Strich am Summenzeichen andeutet, daß diejenigen unter den X, welche 
leer sind, bei der Summation weggelassen werden. Die übrigbleibenden W\” sind übrigens 
nicht notwendig paarweise fremd. 

Wir betrachten nun irgendeine (nicht leere) X‘ (also j und i fest). Die Verbin- 
dungsgerade je zweier Punkte von A, deren Abstand ja kleiner ist als o, bildet mit 
der Winkelhalbierenden Y, des Sektors ©, einen Winkel größer als n-!x. Führen wir 
also ein Koordinatensystem mit Y, als y-Achse ein, so wird Al” dargestellt durch eine 
eindeutige Funktion y = p(z), wobei x eine beschränkte Zahlenmenge & durchläuft 
(asxs b) und wobei für zwei beliebige verschiedene Werte z,, x, von & die Lipschitz- 
bedingung (L) gilt: 

(L) | Pla) — pa)i<im — a, |tg (nn). | 

Unter Berücksichtigung von (L) läßt sich nun „(z) zu einer im ganzen Intervall 
asxzsob erklärten, eindeutigen, der Lipschitzbedingung (L) genügenden (ptetigen) 
Funktion /(z) erweitern’). Der durch y=f({2),a<sxz=b, definierte Lipschitzbogen 
3) enthält also alle Punkte von A”. Wegen (A) ist daher A <22z' Bun. 


Wir bezeichnen nun die ®/’ (in irgendeiner Reihenfolge) mit 8,;,,4=0,...,, 
und verbinden den Endpunkt von ®,,_, mit dem Anfangspunkt von By; ., A = 1,:..,I, 
durch einen Lipschitzbogen, etwa eine Strecke ®,, . Durch die hiermit erfolgende An- 
einandersetzung- der Lipschitzbogen ®B,» =1,...,2%, +1, entsteht eine Kurve 
K=B,+:-’+ Ba, +1, welche rektifizierbar ist und die Menge X trägt. 

Anmerkung. Schließlich bemerken wir noch, daß die Sektorbedingung ($) 
schärfer ist als die Kontingentbedingung 

(K) das Kontingent von X in jedem Punkte von X ist in einem Sektor mit einer 
Öffnung S 2r — 9 enthalten, wo 0 > 0 fest. 

Beispiel. Der Bogen y = zsin (z7!) für 12|2|>0 und y=( für z=!| 
erfüllt (K) für 6 = 2-1, ist aber nicht rektifizierbar. Wir können (daher) kein Zahlen- 
paar (eo, 0) bestimmen, so daß die entsprechende Sektorbedingung (S) von diesem Bogen 


erfüllt wird. 


?) Vgl. etwa: Haupt-Aumann, Differential- und Integralrechnung, Berlin 1938, II. Bd., S. 107—108. 
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Oszillationstheoreme für die Eigenvektoren 
spezieller Matrizen. 


Von Alfred Stöhr in Berlin. 





1. Problemstellung. Wir betrachten eine reelle symmetrische Matrix von der 
Gestalt \ 
8) ı 0 --.- 0 0 
kı gald) Ka - - 0 0 
0 kBli)--- 0 0 
Mi) = . . ni F ‘ 
0 0.0 +++ g1.1(d) Ay_ı 
v.. 0, DO: Bes u 
wo in der Hauptdiagonale monotone stetige Funktionen eines reellen Parameters A 
stehen, die von — o bis + oo laufen, wenn A von — oo bis + oo läuft. In den der Haupt- 
diagonale benachbarten Parallelen stehen positive Konstanten k,,ky,...,ky_,. Setzt 
man 


(2) 


so besitzt das lineare homogene Gleichungensystem 

(3) Miu=0 
(rechts steht der Nullvektor) nur für die speziellen durch 

(4) |m(a)|=0 
(die Striche | bedeuten Determinantenbildung) definierten „Eigenwerte‘“‘ A nicht- 
triviale Lösungen, sogenannte „Eigenvektoren‘ u. (Diese Definition der Eigenwerte 
und Eigenvektoren ist also etwas allgemeiner als die meist übliche Definition, die bei 
uns bis auf das Vorzeichen als Spezialfall: alle g,(A) = A enthalten ist.) 

Gegenstand unserer Untersuchung sind die Vorzeichen der Komponenten der 


Eigenvektoren. Wir werden unter anderem zeigen: Es gibt genau N reelle Eigenwerte, 
und diese sind paarweise verschieden. Ordnet man sie der Größe nach: 


(5) MI <A er. <AN, 


und gehört zum Eigenwert A der Eigenvektor 
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ulm) 


uf 
(6) am: (I<m<N), 


up 
so kommen auf der rechten Seite von (6) in der Vektorspalte genau m —1 Zeichen- 
wechsel vor („erstes Oszillationstheorem‘“‘). Dabei wird wie üblich unter einem Zeichen- 
wechsel verstanden, daß auf eine positive Zahl eine negative folgt oder umgekehrt; 
eventuelle Nullen sind bei der Bestimmung der Anzahl der Zeichenwechsel fortzulassen. 
Die Eigenvektoren (6) sind nur bis auf einen skalaren Faktor bestimmt; bei geeigneter 
Wahl der Eigenvektoren kann man erreichen, daß auch in den n-ten Zeilen der aus ihnen 
gebildeten Matrix ; 


ud ud... em 
ul" u® rn ul” 


ud ud... um 
je genau n —1 Zeichenwechsel vorkommen („zweites Oszillationstheorem‘‘). 


2. Ein Beispiel. Setztmank, =k, = - = k,, = 1, g(M)=gll)=- = gl) =4 
so erhält man die Eigenwerte 


Am) — — 2 008 ((sm<sN), 


am 
N+1 
und die Komponenten der zugehörigen Eigenvektoren (6) werden durch 

uw — sin vr (<n<sN) 
gegeben. Diese Behauptungen lassen sich durch’ elementare trigonometrische Rechnung 
verifizieren. 


3. Anordnung der Beweise. Nach dem einleitenden Kapitel (Nr. 1—4) werden in 
Nr.5—7 einige Hilfssätze gebracht. Die dann folgenden drei Schlußkapitel (Nr. 8, 
Nr. 9—11, Nr. 12, 13) sind voneinander unabhängig. Nr. 8 bringt einen Beweis des ersten 
Oszillationstheorems unter Benutzung des Trägheitsgesetzes quadratischer Formen. 
Nr. 9—11 bringt einen zweiten (längeren) Beweis des ersten Oszillationstheorems und 
noch einen weiteren Satz (Satz 12). über die Vorzeichenverteilung in den Spalten (6). 
Die Beweise dieses Kapitels sind denen entsprechender Lehrsätze über die Lösungen 
Sturm-Liouvillescher Randwertaufgaben bei gewöhnlichen linearen homogenen Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung!) nachgebildet. Man kann nämlich das Gleichungen- 
system (3) als ein System von linearen homogenen Rekursionsformeln zweiter Ordnung 
für die Komponenten eines Eigenvektors auffassen, und zwischen diesen Rekursions- 
formeln („Differenzengleichungen“) und den Differentialgleichungen besteht eine ge- 
wisse Analogie. Diese Analogie soll auch in der Bezeichnung unserer Sätze als „Oszil- 
lationstheoreme‘“ zum Ausdruck kommen. Endlich erfolgt in Nr, 12, 13 der Beweis 
des zweiten Oszillationstheorems ; 

4. Verallgemeinerungen. Der Fall, daß nicht alle k, positiv sind, läßt sich auf 
den Fall positiver k, zurückführen. Sind- nämlich einige k, Null, so zerfällt die Matrix 


ı) Eine kurze Darstellung s. in G. Hoheisel, Gewöhnliche Differentialgleichungen, Sammlung Göschen. 
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nach dem Schema 


0 














0 


in kleinere Kästchen, die einzeln untersucht werden können und in denen keine k, mehr 
verschwinden. Sei nun bereits (1) ein derartiges Kästchen mit nicht notwendig 
positiven k, und 





eine Diagonalmatrix mit nichtverschwindehder Determinante. Dann führt die Trans- 
formation 
MA) > DMA)D 

die Matrix M(A) in eine Matrix gleicher Bauart über, wobei die g,(A) mit dem positiven 
Faktor d} multipliziert sind (1 <n < N), während die k, durch d,d,,.k, ersetzt sind 
(isn <sN —A). Durch passende Wahl der d, läßt sich nun etwa d,d,,.k, =1 für 
isn sN—1 erreichen (man setze etwa d, = 1 und bestimme dann d,,d,,...,dy 
der Reihe nach). Da aus M(}) u = 0 die Gleichung DM(A)D - D-!u = 0 folgt, stimmen 
die Komponenten der Eigenvektoren von M(A) und DM(A)D bis auf Faktoren mit leicht 
übersehbaren Vorzeichen überein. Gleichzeitig hat sich gezeigt, daß wir ohne Beschrän- 
kung der Allgemeinheit , =k,=+-+-- =k,_, = 1 annehmen dürften; wir machen aber 
keinen Gebrauch davon. 

Wir erwähnen noch kurz, daß man unter geeigneten Zusatzbedingungen versuchen 
kann, die angekündigten Sät2e auf unendliche Matrizen zu übertragen, gehen jedoch 
nicht weiter darauf ein. 

Für alles folgende setzen wir voraus, daß M(A) eine Matrix von der in Nr. 1 be- 
schriebenen Art ist. 

5. Die Eigenwerte. zu(A), ta(A), - - » , 2y(A) seien die Nullstellen von 

(7) | MA) — „E| = 0. 
€ ist dabei die Einheitsmatrix. Alle w„(A) sind bekanntlich reell und hängen stetig von 
Aab(l<m<N). 

Satz 1. Die u„(A) sind für jeden festen Wert von A paarweise verschieden. 

Beweis. Wir betrachten in den Bezeichnungen (2) das lineare homogene Glei- 
chungensystem 

(8) (Mi) — u(AE)u = 0. 

Setzt man 

(9) Ug = Uy4 = 0, 

(10) k, und k, beliebig positiv 
(die Größen (10) treten nurmit u, oder u,;, als Faktor auf), so lautet (8) in Komponenten 


geschrieben 
17* 
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(11) ku-ıla-ı + (gn(A) PT Um(A)) u, + Kuliarı =0 (1 s n s N). 
Aus (11) folgt, daß nach willkürlicher Wahl von u, die übrigen Komponenten u,, u, 
...,4y rekursiv und eindeutig berechnet werden können. Zu jedem u„(A) gibt es also 
nur einen linear unabhängigen Eigenvektor u, woraus die behauptete Verschiedenheit 


der u„(A) folgt. 

Auf Grund von Satz 1 kann man die stetigen Funktionen a,(A), uz(A), . . - , uy(A) 
so numerieren, daß für alle A 

(12) MM > udA)> --- > pl) 
ist. 

Satz 2. Die u„(A) sind monoton wachsende Funktionen von }. 

Beweis. Folgt aus der vorausgesetzten Moriotonie der g,(A), denn nach einem 
allgemeinen Satz?) wachsen die Lösungen von (7), wenn man zu der Matrix M(A) eine 
solche Matrix addiert, deren zugehörige quadratische Form positiv definit ist. 

Satz 3. Die Gleichung (4) hat genau N reelle, paarweise verschiedene Lösungen (5). 

Beweis. Für sehr kleine (d. h. stark negative) A sind wegen des dann stattfindenden 
Überwiegens der Hauptdiagonale von M(A) die Größen (12) sämtlich negativ, für sehr 
große A sind dagegen die Größen (12) sämtlich positiv. Wegen der Stetigkeit und Mono- 
tonie der „„(A) besitzt jedes „„(A) genau eine Nullstelle A). Aus (12) folgt, daß diese 
A") die Ungleichung (5) erfüllen, und aus (7) folgt, daß alle A„, aber keine weiteren. 
reellen Zahlen Lösungen von (4) sind. 

Satz 4. Zu jedem Eigenwert A") der Matrix M(A) gibt es genau einen linear unab- 
hängigen Eigenvektor (6) mit 

(13) Miu — 0, 
und für die erste und letzte Komponente jedes Eigenvektors gilt 

(14) u” +0, 

(15). um +0. 

Beweis. Mit den Festsetzungen 

(16) u”=0, u, = 
und (10) lautet (13) in Komponenten geschrieben 

(17) Ku, + Au + Ku, =0 (MSsnSsN). 

Aus (17) folgt, daß nach willkürlicher Wahl von u” die übrigen Komponenten u, 
us”,...,uß> rekursiv und eindeutig berechnet werden können. Die Annahme 
u” = 0) zieht dabei das Verschwinden des Vektors (6) nach sich; das gleiche gilt von 
der Annahme u” = 0. 

6. Unterdeterminanten. Die Betrachtungen dieser Nr. 6 werden nur beim Be 
weis des zweiten ÖOszillationstheorems benutzt. > 

Für 1sn<sN setzen wir 


gı(}) "kı 
kı 8(A) 
MA) — N 


. . ku 
ku-ı En( 4) 


®) Vgl. Courant-Hilbert, Methoden der Mathematischen Physik I, 2. Aufl., S. 28. 
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(also M,(A) = M(A)), 

(19) DA = |Mu(A) |. 
Ferner sei für alle A _ 

(20) Di) =1. 

Satz 6b. D,(A) ist für OsSn S.N eine stetige Funktion von A, hat genau n reelle 
Nullstellen und wechselt an jeder Nullstelle das Vorzeichen. 

Beweis. Der Falln = 0 ist klar. Für n > 1 ist zunächst die Stetigkeit klar. Der 
als Funktion von u zu betrachtende Ausdruck 
(&, = Einheitsmatrix n-ten Grades) hat nach Satz 1 (mit n statt N) genau n reelle 
Nullstellen, die alle einfach sind, an denen also D,(A, u) sein Vorzeichen wechselt. Die 
Stetigkeit von D,(A, «) und die Monotonie der durch D,(A, u) =0 implizit definierten 
Funktion (vgl. Satz 2) ergibt nun die Behauptung. 

Satz 6. Sei N> 1. Sind (5) die Nullstellen von D,(A) und 

(22) N ZAHN) ur. < AD 
die Nullstellen von D,_,(A), so ist 

(23) 10) < 280) < Am < md <S... s j#N—ı) < m, 

Beweis. Sind (12) bei festem A die Nullstellen von D,(A, u) und 

ma)> wiA)> > M_ı(A) 
die Nullstellen von D,_,(A, u), so ist?) 
HU) > WA) > wA)> mM) >--- > ul) > url). 

Die beim Beweis von Satz 5 angewandte Schlußweise ergibt nun die Behauptung (23). 

7. Nullstellen einer Zahlenfolge. Wir nennen n eine Nullstelle der Folge 

(24) ng Uno Um Uns» «en 
wenn u, = 0 ist. Wir nennen n eine innere Stelle der Folge, wenn u,-, und u„,;, zur Folge 
gehören.. Eine innere Nullstelle n heiße simpel, wenn 

(25) Un Unyı <O 
ist. Wir sprechen von einer identisch verschwindenden Folge, wenn alle Elemente der 
Folge Null sind. 

Satz 7. Wenn eine nicht identisch verschwindende Folge (24), die einer Rekursions- 
formel 
(26) ku-ı Un-ı + En(A)un + Kulanz = 0 
genügt, überhaupt innere Nullstellen besitzt, so sind dies simple Nullstellen. 

Beweis. Da die k,_,, k„ als positiv vorausgesetzt waren, folgt aus (26) und u, = 0 
entweder (25) oder u,_, = u; = 0; das letztere zieht jedoch, wie man induktiv schließt, 
das identische Verschwinden der gesamten Folge nach sich. 

Satz 8. Wenn die aus den Komponenten eines Eigenvektors (6) gebildete Folge 

(27) ulm, u, ... u) 

Nullstellen besüzt, so sind dies innere simple Nullstellen. 

Beweis. Nach (14), (15) können höchstens innere Nullstellen auftreten. Da die 

Folge (27) der Rekursionsformel (147) genügt, sind diese Nullstellen nach Satz 7 simpel. 


») Vgl. a. a. 0. ®). 
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8. Das erste Oszillationstheorem. Es lautet 
Satz 9. Die Folge (27) besitzt genau m — 1 Zeichenwechsel (1 < m <s N; der Begriff 

„Zeichenwechsel‘“ ist in Nr. 1 erklärt). 
Beweis. 


N u N—l 
(28) MR; Y dig ++ m) = PTAU)- + 22 kön Ya+ı 


sei die mit der Matrix (1) gebildete quadratische Form. In den Bezeichnungen von 
Nr. 5 ist bekanntlich 


N 
(29) Mr; vy 75 .. ‚oy) ara = UnlA)vi? 


wo die v* durch eine reelle orthogonale Hauptachsentransformation aus den v, hervor- 
gehen. Setzt man in (29) speziell A gleich dem m-ten Eigenwert A) (vgl. (5)), so folgt 
aus den Betrachtungen von Nr.5, daß auf der rechten Seite von (29) genau m —1 
positive Koeffizienten (nämlich „,(A®), uz(A®), ..., Am-ı(4®) und genau N —m 
negative Koeffizienten (nämlich 1.4,(4”), umsz(AT, . » -, z,(4)) auftreten; insgesamt 
also genau N —1 nicht verschwindende Koeffizienten. Das Trägheitsgesetz der 
quadratischen Formen ergibt nun: Wenn man 


(30) MA; Yg, Ygı » » +, Un) 


irgendwie reell und linear auf eine Linearkombination von N — 1 Quadraten transfor- 
miert, so befinden sich unter den Koeffizienten der Quadrate genau m —1 positive 
Koeffizienten. Das erste Oszillationstheorem wird daher bewiesen sein, wenn wir (3) so 
in eine Summe von N — 1 Quadraten transformieren können, daß dabei genau so viele 
positive Koeffizienten auftreten wie Zeichenwechsel in der Folge (27) vorhanden sind; 
und das wird geschehen. 

Wir machen zunächst die spezielle Annahme, daß alle Komponenten u” des 
zum Eigenwert A(") gehörigen Eigenvektors (6), d. h. alle Glieder der Folge (27), von 
Null verschieden sind. Wir setzen wieder (16) und (10) fest. Aus (17) folgt nun 

un”, ur 

(31) gulälm) = — Au um eo 
Setzt man in (28) A = A) und setzt dann (31) ein, so erhält man (leere Summen be- 
deuten 0) 


(32) MA; Y, va, a | v,) ud Zatam)e; + 2 I hutadarı 
7 ul”) ul N-1 
u en Ih, En +2 kutalar 
N—1 um, N—ı um), 
a: k—% ku +23 Kuat, 
- u), +1 "2 u“ ) +1 
(hier wurde (16) benutzt) 
N—ı um) len 


5 Aa kn um, 
Un+ 1 
(m) 


.. U, 
Der Koeffizient —k, —- zen) ist genau dann positiv, wenn zwischen u” und u{”), ein 


Un+1 
Zeichenwechsel stattfindet. Damit ist in unserem Spezialfall alles bewiesen. 
Sind nicht alle u® von Null verschieden, so beachten wir, daß nach Satz 8 aus 
um=0 mit 1Sn*<sN die Ausagn 2<n*<N —1, um um, <0 folgen; 
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d. h. zwischen u , und u®),, findet ein Zeichenwechsel statt. Sei nun 
1 <n®t <n## <...:<N, 


wo n*,n**,... alle diejenigen zwischen 1 und N gelegenen Indizes n sind, für die u” 
verschwindet. Wir spalten dann (30) auf: 


U) UA pen ZEnlAmy +2 Z Katatarı 
= Rft,nt —1]+ Mint] + Mn + 1,n°* —1]+ Min] +, 
wobei 
(3%) mpg) Lola ih + 2 5 hmm, 


(35) Mg] = 8,4") 07 + ah Ude + hy 9 der 
gesetzt wurde. Die Ausdrücke (34) lassen sich nun nach dem Muster von (32) als Linear- 
kombinationen von Quadraten darstellen; an die Stelle von (16) treten dabei die Voraus- 
setzungen ul”, = u, =0, d.h. 
a Zr 2 
Die Ausdrücke (35) sind Differenzen von Quadraten, nämlich 
M[g] = (k-ı %-1 + +(g,(A®) + 1)v, + kg)? 
a (ko %-1 + +(g,(4) —1 )% + kg)". 
Setzt man alle diese Linearkombinationen von Quadraten auf der rechten Seite von (33) 
ein, so erhält man eine Darstellung von M(A®; v,, 0% ...,vy) als Linearkombination 
von N —1 Quadraten, wobei genau so viele positive Koeffizienten auftreten wie Zeichen- 
wechsel in der Folge (27) vorhanden sind; damit ist alles bewiesen. 
9. Eine Identität. Wir betrachten gleichzeitig zwei Rekursionsformeln der Ge- 
stalt (17), die wir folgendermaßen schreiben: 
ku-ı u, + ku), hl 29) un, 
ku-ı uN)ı a k,uf),ı — 29) Be. 
Multipliziert man die erste der Gleichungen (36) mit u®, die zweite mit u“® und sub- 
trahiert, so erhält man nach leichter Umformung 


(36) 


. (a) ,,(a) ",(@) ‚,(a) 
k un Um ee Un Un +4 
n—1 | ,,(b) ,,(b) n | ‚‚(b) ‚,(b) 
uU. U, uU, Un+1 


= (8,0209) —g, (00) ua 


und daraus durch Summation 
(a) „(a (a) „„(a) s 
u” u ul" u (b) 
37 k Ur | _ 5 |% Ur) _ (0 (40) — 2 (io))u u, 
(37) 10, u® | 1W u, a g,(49) — g,(A®))u, u, 


10. Die Interpolationsfunktion. Jeder Folge (24) ordnen wir eine „Interpolations- 
funktion‘ u(v) dadurch zu, daß für ganzzahlige » 


(38) ulv) = u, 
gesetzt wird. Für die Zwischenwerte », die zwischen zwei aufeinanderfolgenden, dem 
Definitionsbereich von (38) ängehörenden ganzen Zahlen liegen, definieren wir u(») 
durch lineare Interpolation. Wir sprechen von einer Nullstelle » der Interpolations- 
funktion, wenn u(v) = 0 ist; die Nullstelle heißt innere Nullstelle, wenn sie nicht 
am Rande des Definitionsbereiches der Interpolationsfunktion liegt. 

Satz 10. Hat eine Folge im Inneren höchstens simple Nullstellen, so besteht zwischen 
ihren Zeichenwechseln und den inneren Nullstellen ihrer Interpolationsfunktion folgende 
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eineindeutige Zuordnung: (a) Zwischen je zwei Indizes der Folge, zwischen denen ein Zeichen- 
wechsel stattfindet (also zwischen n —1 und n, falls u,_,u, < 0, oder zwischen n —1 und 
n +1, falls uU <0,u,=0) liegt genau eine Nullstelle der Interpolationsfunktion,' 
(b) Ist v eine innere Nullstelle der Interpolationsfunktion und sind p, q die ganzen Zahlen mil 
v—i1sp<v<gsorH+l, 
so gehören u, und u, der Folge an, und zwischen p und gq findet (in dem unter (a) erklärten 
Sinne) genau ein Zeichenwechsel der Folge statt. 
Beweis. Klar. 


Satz 11. Zwei nicht identisch verschwindende, für die gleichen Indizes definierte 
Folgen 


(39) ER 0 RE 

(40) a u“; un, urh La; 
(a,b ganz, Z1 und < N) mögen den Rekursionsformeln (36) genügen. Es sei a<b, also 
Aa) < 4%) nach (5) und 

(41) EA) < g(A) 
wegen der in Nr. 1 vorausgesetzien Monotonie der Funktionen g,(#). Es seien o und o zwei 
aufeinanderfolgende Nullstellen der Interpolationsfunktion u*(v) der Folge (39). Dann be- 
sitzt die Interpolationsfunktion u») der Folge (40) mindestens eine Nullstelle ı mü 
e<r<o. 


Beweis. Angenommen, es gäbe keine derartige Nullstelle r. Dann wechselt für 
die » mit 

(42) e<vr<u 
weder u()(») noch u®X(») sein Vorzeichen, denn die Interpolationsfunktionen sind stetig. 
Wir nehmen ohne Beschränkung der Allgemeinheit an, daß das Vorzeichen im Intervall 
(42) für beide Interpolationsfunktionen positiv ist, denn andernfalls multipliziere man 
die betr. Interpolationsfunktion und die zugehörige Folge mit — 1; das beeinflußt weder 
die Nullstellen noch die Zuordnung der Interpolationsfunktion zur Folge noch die Gültig- 
keit der Rekursionsformeln. r und s seien die ganzen Zahlen mit 

r—i1so<rs<oss+i. 

Auf Grund unserer Voraussetzungen ist 

(43) u®> 0, um, <s0,u®M>0. 
Fürr—is»ser lauten die Interpolationsfunktionen 

(44) u) = um —(r — v)(u® —uM,), 

(45) u) = um —(r — ru — u). 
Aus unseren Voraussetzungen folgt, daß an der Nullstelle 

um) 
us un, ’ 
von (44) die Funktion (45) nicht negativ ist; das gibt wegen (43) nach einigen Umfor- 
mungen die Bedingung 


e=r 


(a ( 
(46) ur, 
up), u, . 
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Durch eine entsprechende Überlegung erhält man 

(a) ‚,(@) 
nz 
Führt man (46), (47) in (37) ein, so wird die linke Seite von (37) nicht positiv. Auf 
der rechten Seite steht dagegen eine Summe, in der nach (41) alle Summanden positiv 
sind. Die Summe ist nicht leer, denn aus Satz 10 folgt, daß zwischen den Nullstellen 
e und o mindestens eine ganze Zahl liegt und daher r S sist. Damit ist ein Widerspruch 
hergestellt. 


(47) 


11. Die Zeichenwechsel in den Eigenvektoren. A@) und A® seien Eigenwerte, 
(48) u = 0,0. ut, 
(49) up =, up, ud), ...; uy, ur = 
seien nichttriviale Lösungen der zugehörigen Rekursionsformeln (mit anderen Worten: 
u 
a 
u(e) — u 


ul) 


seien zu A), A) gehörige Eigenvektoren). Für 0<r<ssN +1 sei z@f(r,s) die 
Anzahl der Zeichenwechsel in der Folge 

(50) u. u, 
und z®Xr, s) sei die Anzahl der Zeichenwechsel in der Folge 

(51) N FR 4 

Ferner sei 

ee 

Mit diesen Bezeichungen gilt 

Satz 12. It 1sa<b<ZN, so ist 

(52) zer, s) + er) + eos) —1 S z/r, s). 

Vorbemerkung. Dieser Satz ist nicht im ersten’ Oszillationstheorem enthalten, da 


er nicht nur über die Anzahl, sondern auch über die Lage der Zeichenwechsel etwas 
aussagt. ; 

Beweis. Nach Satz 10 kann man z@)(r, s) und z®(r, s) als die Anzahlen der inneren 
Nullstellen der zu (50), (51) gehörigen Interpolationsfunktionen deuten. Bei dieser Auf- 
fassung erscheint (52) als Folge von Satz 11. 

Zweiter Beweis des ersten Oszillationstheorems (Wortlaut s. Satz 9). Die Anzahl der 
Zeichenwechsel der Folge (27) ist in unserer neuen Bezeichnung z(1,,\). Fügt man 
zu der Folge (27) noch die Elemente (16) hinzu, so wird die Anzahl der Zeichenwechsel 
nicht geändert, also 


(53) zemı0, N +1) = zei, N). 
Satz 12 ergibt für 1<a<b<sN 

(54) ze0, N +1) +1 SzW0, N +1), 
da wegen (16) (0) = e@XN +1) —=1 ist. Aus (53), (54) folgt 


Journal für Mathematik, Bd. 135. Heft 3. 
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ze(1,N)+1SzW(1, N), 


also speziell 


zu4,N) +1 <zw(1, N), 
z&1,N) +1 S2z@1, N), 


(55) 





zZ’, N) +1 SzM,N). 

Aus der Bedeutung von z/(1, N) als Anzahl der Zeichenwechsel der aus N Elementen 
bestehenden Folge ergibt sich 

0szel1,N)sN —A, 


also speziell 
0 Ss zW1, N 
(56) er = < - —1. 
Ein Vergleich von (55) mıt (56) zeigt nun, daß in (55) und (56) überall Gleichheit gelten 
muß; es ist also 
; zm(1,N)=m—1, 
wie behauptet. 


12. Allgemeine Betrachtungen über Vorzeichenfolgen. Ist f eine Folge reeller 


Zahlen, so bezeichnen wir als die zugehörige Vorzeichenfolge f diejenige Folge von Sym- 
bolen +, —, 0, die man aus f dadurch erhält, daß man jedes Element von f durch sein 
Vorzeichen ersetzt; das Zeichen — über einem Buchstaben hat im folgenden stets diese 
Bedeutung. In dieser Nr. 12 ist nur von nichtleeren endlichen Vorzeichenfolgen die Rede, 


Als Länge uf) der Vorzeichenfolge f bezeichnen wir die um 1 verminderte Anzahl der 
Elemente von f Als Teilfolge 9 einer Vorzeichenfolge f bezeichnen wir nur solche Vor- 
zeichenfolgen 9, die aus einigen lückenlos aufeinanderfolgenden Elementen von f be 
stehen; Schreibweise 9=f. Eine Folge kann in einer anderen Folge auch mehrfach als 
Teilfolge enthalten sein. 

Beispiel. + — + —0. + — enthält + — dreimal als Teilfolge, — + einmal als 
Teilfolge und + + — nicht als Teilfolge. 

Unter einer zu f gehörigen Elementarfolge verstehen wir eine Vorzeichenfolge € mit 
folgenden drei Eigenschaften: 

Teileigenschaft. €<}. 

Struktureigenschaft. Über das erste und das letzte Glied von € wird nichts gefordert; 
alle vielleicht vorhandenen übrigen Glieder von € sind 0. 

Maximaleigenschaft. Wenn ein €’ mit €<€’ ebenfalls die Teileigenschaft und die 
Struktureigenschaft besitzt, so ist € =®. 

Beispiel. + — + —0 + — besitzt genau die folgenden fünf Elementarfolgen‘ 
+ — dreimal, —+ und —0 + je einmal. 

Die Betrachtung der Elementarfolgen wird sich bei der Untersuchung der Zeichen- 
wechsel als zweckmäßig erweisen. 

Satz 13. Jedes Element von f gehört mindestens einer und höchstens zwei Elementar- 
folgen von | an. Je zwei verschiedene Elementarfolgen von haben höchstens ein Element 
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gemeinsam. Dies gemeinsame Element ist dann von Null verschieden und ist erstes Element 
der einen und letztes Element der anderen Elementarfolge. 
Beweis. Klar. 


Satz 14. Es ist 
UN) = 46), 
e<T 


wo über alle in | enthaltenen Elementarfolgen € in der richtigen Vielfachheit summiert wird. 

Beweis. Folgt aus Satz 13. 

Wir teilen die Elementarfolgen in neun Klassen ein, indem wir zu jeder Klasse die 
darin enthaltenen Elementarfolgen angeben. 

Klasse 1. + und —, 

Klasse II. ++ und ——, 

Klasse III. +— und — +, 

Klasse IV. +0 — und —0+, 

Klasse V. +0+ und —O —, 

Klasse VI. +0---0 + und +0---9 — und —0.-:-0 + und —0--..0 — 
(Anfang und Ende von Null verschieden; dazwischen mindestens zwei Nullen), 

Klasse VII. 0---0 + und 0.-.0 — (am Anfang mindestens eine Null, am Ende 
keine Null), 

Klasse VIII. +0.---O und —0.-.0 (am Anfang keine Null, am Ende mindestens 
eine Null), 

Klasse IX. 0--.0 (mindestens eine Null). 

Wegen der Struktureigenschaft gehört jede Elementarfolge einer und nur eıner 
dieser Klassen an. 

Satz 15. Dann und nur dann liegen alle eventuellen Nullstellen einer Folge | im 
Inneren und sind simpel (vgl. Nr. 7), wenn alle Elementarfolgen der zugehörigen Vorzeichen- 
folge f zu den Klassen I, II, III, IV gehören. 

Beweis. Klar. 

Sei nun 

I=(lafun- es lm» .. Ih) 
eine endliche Folge; f({m) sei eine stetige relle Funktion, die für alle rellen m mit 

(57) asmz<sb 
definiert ist und an jeder ihrer etwaigen Nullstellen ihr Vorzeichen wechselt; für ganz- 
zahliges Argument sei j(m) = f„. Ferner sei z(f) die Mindestanzahl von Nullstellen, die 
eine derartige Funktion f{m) im Intervall (57) besitzen muß. Da offenbar z(f) bereits 
durch die zu f gehörige Vorzeichenfolge f bestimmt wird, wollen wir statt z(f) auch z(f) 
schreiben. 


Satz 16. Es ist 


{f)= 20), 
est 


wo über alle. in f enthaltenen Elementarfolgen € in der richtigen Vielfachheit summiert wird. 

Beweis. Die Zerlegung einer Folge f in Elementarfolgen & ergibt sich aus Satz 13; 
die den € zwecks Bestimmung der z(e) zugeordneten Funktionen e(m) lassen sich nach 
Multiplikation mit geeigneten Faktoren zu der der Folge f zugeordneten Funktion f{m) 


stetig zusammensetzen. 
18* 
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Für Elementarfolgen € stellen wir nun unter Benutzung der obigen Klassen- 
einteilung die Funktionen !(e) und z(e) in einer Tabelle zusammen. 


Klasse ie) 2(e) 


I 

II 
III 
IV 

V 

VI 
vi 
vn 
IX 





(e) oder (e) —1 
ke) 
ke) 
Ke) +1 








VVVNVowver»o 


SO m ma 


Satz 17. Wenn f die in Satz 15 genannten Eigenschaften hat, so ist z(f) gleich der 
Anzahl der Zeichenwechsel von f. 

Beweis. Klar. ? 

Unter Vorzeichenumkehr verstehen wir Vertauschung von + und — und Erhaltung 
der 0. Ist f eine endliche Vorzeichenfolge, so sei Bi) diejenige Vorzeichenfolge, die aus | 
“durch Vorzeichenumkehr des zweiten, vierten, sechsten usw. Elements von f hervor- 
geht. — Bi) sei diejenige Vorzeichenfolge, die aus f durch Vorzeichenumkehr des ersten, 
dritten, fünften usw. Elements von f hervorgeht. +%® bedeute: entweder ® oder —$. 

Satz 18. Übt man auf f die Operation ® aus, so wird auf jede in f enthaltene Elementar- 
folge € die Operation +® ausgeübt. Das dabei entstehende + ®(e) ist eine Elementarfolge 
von BU), und alle in Bf) enthaltenen Elementarfolgen werden so erhalten. 

Beweis. Klar. 

Satz 19. Stets ist 

A— PO) = BO). 

Beweis. Bf) und — Bi) unterscheiden sich nur durch Umkehrung sämtlicher Vor- 
zeichen. 

Satz 20. Stets ist 

(58) | =) + AR) > UN. 
Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn alle eventuellen Nullstellen einer zur 
Vorzeichenfolge f gehörigen Zahlenfolge f im Inneren liegen und simpel sind. 

Beweis. Wir betrachten zunächst Elementarfolgen €. Durch die Operation ® geht 


die Klasse II in die Klasse III und die Klasse III in die Klasse II über; alle übrigen Klassen 
gehen in sich über. Aus der Tabelle für /(e), z(&) ergibt sich daher 


(59) Ben + z(B(E)) = U) für die Klassen I, II, III, IV 
z{E) + z(PlE)) > U) für die Klassen V, VI, VII, VIII, IX. 
Summiert man (59) über alle in f enthaltenen Elementarfolgen, so erhält man wegen 
Satz 44, 16, 18, 19 die Behauptung (58). Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, 
wenn alle Elementarfolgen von f zu den Klassen I, II, III, IV gehören, d.h. wenn der 
in Satz 15 behandelte Fall vorliegt. 
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13. Das zweite Oszillationstheorem. Aus (18), (19) ergibt sich 


(8)) K, 
kı 8A) k 
D,() = k, e . 
ka-ı 
ku-ı Eu(A) 
Entwickelt man diese Determinante nach der letzten Zeile, so erhält man (evtl. unter 
Benutzung von (20)) für2<n s N 
(60) D,(A) = gu(4) Du-ı(A) — kn, Da-alA). 
Für n = 1 gilt entsprechend 
(61) . D,(}) = gı(A) Di(A). 
Wir führen nun y,(A), Ya(A), - - - » ;Yy(A) durch die Substitution 
( Dil) _ yıl)), 
D(A)= —kyıld), 
| Di) = + kıkayald), 


Da = (1 kykar Ku ymıl$), 


Dy-1(A) = (1) kfz + ku, YalA) 
ein. "Mit dem Abkürzungen 


(63; al 











= (—IrkykrrK, 
lautet die Umkehrung von (62) 


En D,„-ı(A) ie 
(64) Yu(A) se RR (n CE 1, 2, 22 


Setzt man (62) in (60) und (61) ein, so erhält man nach Wegheben eines gemeinsamen 
Faktors 

(65) — kuYn+1(4) = En(A)yn(A) + ku-1%-1(4); 
diese Formel gilt für 1<n <sN —1, wenn man noch 

(66) YA) = 0 
setzt. Wir bemerken, daß aus (20), (62) 

(67) yılı)=1 für alle A 
folgt. 

Setzt man nun speziell für A den m-ten Eigenwert A) ein, so geht (65) in die für 
die Komponenten eines Eigenvektors gültige Rekursionsformel 1m über. Den zu Am) 
gehörigen Eigenvektor (6) normieren wir nun so, daß 

(68) = 
ist; nach (14) ist das möglich. Dann gilt 

(69) um = y(A9) fürn=0,1,...,N, 
denn (69) gilt für n = 0 nach (16), (66), fürn = 1 nach m. (68), unffnor =2,3,...,N 
folgt dann (69) induktiv wegen der Übereinstimmung der Rekursdirnsümeln. Wir for- 
mulieren das Ergebnis wie folgt: 
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Satz 21. Unter Voraussetzung der Normierung (68) gilt mit den Bezeichnungen (19), 
(20), (63) für die Komponenten des zum m-ten Eigenwert A”) gehörigen Eigenvektors (6) 
(m) 
(70) um DT, 
Cn—1 

Beweis. (70) folgt aus (64), (69). 

Wir setzen nun (stets mit der Normierung (68)) 

m) = (u, u®, ... u). 

Satz 22. Unter der über f(!) gemachten Voraussetzung (68) gilt 

(72) ze) <n —A (n=1,2,...,N). 

Beweis. Der Quotient 

D,„-ı(}) 
n—ı 
ist wegen Satz 5 eine stetige Funktion von A, hat genau n —1 reelle Nullstellen und 
wechselt an jeder Nullstelle sein Vorzeichen. Aus (70) und der in Nr. 12 gegebenen 
Definition der Funktion z folgt die Behauptung. 

Satz 23. Die für n = N gemäß (T1) gebildete Folge |” hat genau N —A Zeichen- 
wechsel, d.h. sämtliche Elemente von f“”) sind von Null verschieden und das Vorzeichen 
wechselt von Glied zu Glied. 

Beweis. Nach (15) ist jedes u% von Null verschieden, also wegen (70) (mit n= N) 

(73) : Dy-(I) + 0 (m =1,2,...,N). 

In (23) gilt daher nirgends Gleichheit. Da nach Satz 5 D,_,(A) an jeder Nullstelle 
A*") sein Vorzeichen wechselt, ergibt sich, daß in der Folge 

Dy_ı(49), Dy_1(4®) At Dy_ı( am) 


von Glied zu Glied da, /orzeichen wechselt; wegen (70) (mit n = N) gilt dann dasselbe 
für j”. — Die wesentliche Aussage von Satz 23 hätte übrigens auch aus dem. ersten 
Oszillationstheorem gefolgert werden können, dessen Kenntnis hier jedoch nicht voraus- 
gesetzt werden sollte. 


Satz 24. (Zweites Oszillationstheorem). Unter Voraussetzung der Normierung (68) 
und bei Benutzung der Bezeichnung (T1) gilt: Für jede der Zahlen n=1,2,...,N be 
süzt die Folge |» genau n —1 Zeichenwechsel. 

Der Beweis erfolgt gemeinsam mit dem eines Analogons von Satz 8, nämlich 

Satz 25. Jedes j(") hat höchstens im Inneren Nullstellen, und diese sind simpel. 

Beweis. Wir zeigen zunächst 

(74) | RR) SN —n. 

Zu diesem Zweck multiplizieren wir die u” so mit Faktoren h, (wo also h, ul” 
zu bilden ist und A, nur vom Spaltenindex m abhängt), dergestalt daß 

(75) hnum — 4 
ist. (6) geht dabei in h„u®) über; das ist ebenfalls ein zu A) gehöriger Eigenvektor, 
jedoch mit der Normierung, daß seine letzte Komponente gleich 1 ist. Setzt man 

(76) g” ar (h, ud, hd, .„..;,: hy u), 
so gilt 

(77) (m) sN—n (n=1,2.:.,N). 





Stöhr, Oszillationstheoreme für die Eigenvektoren spezieller Mairizen. 143 


(77) ist nämlich genau die Aussage von Satz 22, wenn man nur die Numerierung der 
Zeilen umkehrt, so daß also die bisherige n-te Zeile die Nummer N—n +1 erhält. 
Wegen (75) und Satz 23 gilt, daß in 

(78) ee WE © 
abwechselnd das positive und das negative Vorzeichen auftritt; ob das erste Element in 
(78) dabei das positive oder das negative Vorzeichen hat, bleibe dahingestellt. Jeden- 
falls ergibt der Vergleich von (71), (76) für die zugebö:igen Vorzeichenfolgen die Aussage 


(79) 59 = +BÜeR), 
und aus (77), (79) und Satz 19 folgt (74). 

Durch Addition von (72), (74) erhält man 

(80) 2) + BR) SR N + N —N)=N—1. 
Andrerseits liefert Satz 20 

(81) 2) + RE) 2 U) = N —1. 
Ein Vergleich ergibt, daß in (80) und (81) Gleichheit gilt. Daraus, daßin (81) Gleichheitgilt, 
folgt nach Satz 20, daß alle eventuellen Nullstellen von f(» im Inneren liegen und simpel 
sind. Satz 25 ist damit bewiesen. 

Daraus, daß in (80) Gleichheit gilt, folgt, daß in (72) Gleichheit gilt, also 

(82) (f®)=n—1 (n=1,2,...,N). 
Aus dem bewiesenen Satz 25 und Satz 17 folgt, daß z(fw) gleich der Anzahl der Zeichen- 
wechsel von f(® ist. Wegen (82) ist damit das zweite Oszillationstheorem bewiesen. 





Eingegangen 26. Oktober 1941. 





Über eine Verallgemeinerung der 
Dupinschen Indikatrix.*) 


Von Walter Buckel, in Erlangen. 


Einleitung. 


In der klassischen Differentialgeometrie der Flächen des AR, spielt eine wichtige 
Rolle die sogenannte Dupinsche Indikatrix, mit deren Hilfe sich das Verhalten der Fläche 
in der Umgebung des betrachteten Flächenpurktes in gewissem Sinne angenähert be- 
schreiben läßt. Für diesen Indikatrixbegriff liegen in verschiedenen Richtungen Verall- 
gemeinerungen.vor!). In der vorliegenden Arbeit wird demgegenüber ein, wie uns scheint, 
neues Moment in die Betrachtungen hineingetragen. 


Entscheidend nämlich für die Gewinnung unserer, wie wir glauben, naturgemäßen 
Verallgemeinerung war die Erkenntnis, daß die Dupinsche Indikatrix aufs innigste zu- 
sammenhängt mit geometrischen Ordnungen, speziell mit der kinematischen Ordnung 
des betrachteten Flächenpunktes bezüglich der Geraden des R,. Dieser von Herrn Haupt 
aufgedeckte Zusammenhang?), welcher den Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit 
bildet, läßt die metrischen Eigenschaften der Dupinschen Indikatrix unberücksichtigt, 
rückt dagegen die Tatsache in den Vordergrund, daß die Dupinsche Indikatrix im all 
gemeinen die Ordnung des betrachteten Flächenpunktes angibt. Ob die Ordnung 3 oder 
2 vorliegt, hängt im allgemeinen davon ab, ob es in dem betrachteten Punkte Tangenten 
gibt, die eine Berührung zweiten \Grades mit der Fläche haben oder nicht. Um diese 
Frage zu entscheiden, hat man die in der Taylorentwicklung der Fläche enthaltene Form 
2. Grades gleich Null zu setzen. Die Dupinsche Indikatrix erhält man, indem man diese 
Form gleich einer Konstanten setzt; die Wall dieser Konstanten gleich Null bedeutet 
den Verzicht auf gewisse metrische Eigenschaften der Dupinschen Indikatrix. Der oben 
für n =3 erwähnte Zusammenhang zwischen der Ordnung eines Flächenpunktes und 
dem höchsten in diesem Punkte vorhandenen Grad der Berührung einer Tangente bleibt 
auch bestehen für geeignet. differenzierbare Hyperflächen des A, ($ 1). Als Verallgemeine- 
rung der Dupinschen Indikatrix in der von uns angestrebten Richtung ergibt sich damit 
ein System von Gleichungen, welches man durch Nullsetzen der Formen der Grade 2 bis 


*) Von der Universität Erlangen genehmigte Dissertation (D 29). Berichterstatter: Prof. Dr. Otto Haupt, 

») Wir zitieren chronologisch (S. V.= Schriftenverzeichnis am Schluß der Arbeit): Kommerell S. V.18, 
Hjelmslev S. V.11, Bouligand S. V.3, Busemana u. Feller S. V.4 (dort auch eine eingehende Würdigung der 
wichtigen Arbeit des Herrn Hjelmslev), Falckenberg S.V.6. Siehe auch S. V.5, S. 151, 154, 166, 167. 

2) 8.V.8, S. 97. 
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n—1 aus der Taylorentwicklung der Fläche erhält.(1526). Im allgemeinen kann man 
nun zu einer direkt geometrischen Fassung übergehen, indem man an die Stelle dieser 
Gleichungen die ineinandergeschachtelten Mengen der Tangenten der Mindestberührungs- 
grade 1, 2,... setzt ( 4534). Damit ist zugleich der Übergang zu den direkt geometrischen 
Methoden vollzogen?). Die so definierte Indikatrix erweist sich ihrerseits als überaus ver- 
allgemeinerungsfähig, wobei ihre Eigenschaft als ‚‚Ordnungsanzeiger“ erhalten bleibt 
($ 2). Diese allgemeinen Entwicklungen des $ 2 werden zum Schluß ($ 3) dazu benutzt, 
um für entsprechend differenzierbare Hyperflächen im A, die Indikatrix rechnerisch zu 
ermitteln, wobei aber, allgemeiner als in $1, nicht die Geraden (lineare Ordnung), sondern 
beliebige, hinreichend oft differenzierbare Bogen als (Ordnungs)-Charakteristiken der 
kinematischen Ordnung zugrunde gelegt werden.*) 


$1. Über die Auflösung des Berührungspunktes einer Tangente an eine Hyperfläche 
in mehrere gemeinsame Punkte. 


Wir studieren in diesem Paragraphen die Auflösung des Berührungspunktes einer 
Tangente an eine Hyperfläche in mehrere gemeinsame Punkte. Die Möglichkeit der Auf- 
lösung des Berührungspunktes in zwei verschiedene gemeinsame Punkte ist trivial. Für 
die Möglichkeit der Auflösung in m > 3 verschiedene gemeinsame Punkte werden wir 
zunächst eine notwendige und dann auch eine hinreichende Bedingung kennen lernen. 
Diese Ergebnisse werden uns dann in den Stand setzen, mit Methoden der klassischen 
Differentialgeometrie zu ordnungsgeometrischen Aussagen über Hyperflächenpunkte zu 
gelangen. 


111. Der Sachverhalt. 


4111. Hyperflächenstück. Es sei k=2 und ganz. Im k-dimensionalen Eukli- 
dischen Raume der Punkte P = (z,,...,2;) liege ein Bereich ®, der ein topologisches 
Bild eines offenen k-dimensionalen Würfels sein soll. In diesem Bereich ® sei eine reelle 
Funktion y = f{P) erklärt, über die wir folgende Voraussetzungen machen wollen: 


1. f{P) sei überall in ® stetig. 


2. Die partiellen Ableitungen von f(P) seien bis zur Ordnung k + 1 einschließlich 
überall in ® erklärt und stetig. 


Die Funktion y=f(P) gibt uns im (k + 1)-dimensionalen Euklidischen Raume 
der Punkte (z,,... ., 24, 4) ein Hyperflächenstück, das heißt ein topologisches Bild eines 
k-dimensionalen, offenen Würfels, 


*) Zusatz bei der Korrektur: In $2 handelt es sich also nicht mehr allvin um die in $1 entwickelte 
„alfine‘“ Verallgemeinerung der Dupinschen Indikatrix, also letzten Endes nicht nur um eine Verallgemeinerung der 
Haupttangentenkurven (vgl. dazu F. Roger, Zentralblatt für Math. 24 (1943), $. 188, Besprechung von W. Buckel, 
Über die Auflösung mehrfacher Nullstellen ..., Sitz.-Ber. d. physikal.-med. Societät zu Erlangen 78 (1942-43), 
8.13-21). So kann man z. B. entsprechend $2 auch die metrischen Eigenschaften der Dupinschen Indikatrix direkt 
geometrisch wiedergeben, und dies läßt sich leicht für Hyperflächen im R,„ verallgemeinern. 

®) In der Arbeit der Herren Busemann u. Feller wird auf direkt geometrischem Wege unter Verzicht auf 
Differenzierbarkeitsvoraussetzungen eine Indikatrix für konvexe Flächen des R, definiert. Diese Indikatrix be- 
schreibt aber im wesentlichen metrische Eigenschaften des betrachteten Flächenpunktes. Der Ordnungsbegriff 
tritt hierbei, wegen der Beschränkung auf konvexe Flächen, naturgemäß zurück. 

Journal für Mathematik. Bd. 185. Heft 3 19 
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1142. Tangente. Es sei P*=(zf,...,zf) ein Punkt von ® und y* = j(P#), 
Den zu P* gehörenden Hyperflächenpunkt (zf,..., 2%, y*) bezeichnen wir auch kürzer 
mit (P*, y*). Wir betrachten eine im Punkte (P*, y*) an die Hyperfläche gelegte Tan- 
gente g*. Es sei g* gegeben durch: 
seh tal..,m=H+toit,y=y* + Br; 
dabei sei af? + ---+ a5? =1. Da g* Tangente an die Hyperfläche im Punkte (P*, y*) 
ö MR ö 


sein soll, so muß vr (2 +: 


112, Einige Definitionen. 


4121. Begriff der Auflösung. Es sei r der Radius einer ganz in ® liegenden, 
k-dimensionalen, offenen Kugel mit dem Mittelpunkt P*.. Wir sagen, der Berührungspunkt 
der Tangente g* lasse sich in mindestens m > 2 verschiedene, gemeinsame Punkte auf- 


lösen, wenn es zu jedem e> O unde> Omite Ss ” eine Gerade g, gegeben durch 


2 a 0 + aM, . ., = zo) + alt, y= y + B" 
mit (a)? + .--+ («op — = 1 gibt, die folgende Eigenschaften hat: 
1. Id9—-ıl<o..,|P—z|l<e; 
lM—l<e...,|®—l<e 


2. Die wegen o ie 5 im Intervall (— o, oe) mit Sicherheit erklärte Funktion 
= NE + a... +) — (u? + Br) 


hat in diesem Intervall mindestens m verschiedene Nullstellen. Es ist nicht schwer ein- 
zusehen, daß der Berührungspunkt einer jeden Tangente sich in mindestens zwei ver- 
schiedene gemeinsame Punkte auflösen läßt. 


1122. Berührungsgrad. Wir sagen von Ba Tangente a an die Hyper 
fläche, sie habe mindestens den Berührungsgrad 1. Int (z2- a +- st a)" ftP*) #0, 


so sagen wir, der Berührungsgrad von g sei genau gleich 1. Istm> 3 a das Zahlen- 
system (a},...,a;) eine Lösung des Gleichungssystems: 


0) 
h, net 


ö 
hal...) = (2,0 + uf: 
so sagen wir, der Berührungsgrad von g* sei mindestens gleich m — 1. Ist außerdem 
: d PN 
hm et te) AP*) #0., 


so sagen wir, der Berührungsgrad von g sei genau gleich m — 1. 


4123. Auflösungsmatriz. Es sei m>3. Mit Hilfe der Polynome A,..., Amı 
bilden wir die Funktionalmatrix 
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re > 
0 | RE Ve 
Aa Ak 

06 00 
Die Matrix M„-,(&7,..., 7) nennen wir die (m —1)-te Auflösungsmatrix von g*. 
Der Name Auflösungsmatrix ist deshalb berechtigt, weil, wie wir sehen werden, uns diese 
Matrix einen Schluß auf die Auslösbarkeit des Berührungspunktes von g* in mindestens 
m verschiedene gemeinsame Punkte gestatten wird. 





113. Formulierung der Bedingungen für die Auflösbarkeit des Berührungs- 
punktes von g* in mindestens m verschiedene gemeinsame Punkte. 

4131. Notwendige Bedingung. Es sei 3<m<sk+2. Notwendig für die 
Auflösbarkeit des Berührungspunktes von g* in mindestens m verschiedene gemeinsame 
Punkte ist, daß der Berührungsgrad von g* mindestens gleich m —A ist. 

Der Beweis folgt in 12. 

4132. Hinreichende Bedingung. Es si 3<m<sk+i. Hinreichend für die 
Auflösbarkeüt des Berührungspunktes von g* in mindestens m verschiedene gemeinsame 
Punkte ist, daß 

1. der Berührungsgrad von g* mindestens gleich m — 1 ist, 

2. außerdem der Rang der (m—1)-ten Auflösungsmatrix von g* gleich ihrer Zeilenzahl, 

also gleich m —2 ist. 

Der Beweis folgt in 13. 


12. Beweis Jer in 1131 aufgestellten notwendigen Bedingung. Zum Beweise be- 


= . Die Definition von 
r ist in 1121 gegeben. Es wird vorausgesetzt, daß 3<m<sk+2 und daß der Be- 
rührungspunkt von g* sich in mindestens m verschiedene gemeinsame Punkte auflösen 


lasse. Dann gibt es zu jedem Zahlenpaar &,, 0, mit n > 1 eine Gerade g,, gegeben durch 
ze» +ta...,u = +, y=y” + pP" 
mit (x) + + (a/")” = 1, die folgende Eigenschaften hat: 
1. |<. | <em 


lm—|l<im...‚jam —ar|<m 


trachten wir die beiden Zahlenfolgen {z,} = 1. und {} = b-! 


2. Die wegen Fr im Intervall (— o,, 0.) mit Sicherheit erklärte Funktion 


vlt) = Her + amı,...,29 + agt) —(y” + B”t) hat in diesem Intervall minde- 
stens m verschiedene Nullstellen £”,...,in. 

Aus der Eigenschaft 1. von g„ folgt sofort: 

(1) lim 2 = 2? ,... ‚lim 2 = 73; lim a” = a7, ... ‚limaf? = ar. 

n>» n>® n>@® n>®© 

Wegen der in 4111 über /(P) gemachten Differenzierbarkeitsvoraussetzungen ist die 
Funktion %,(2) im ganzen Intervall (— 0,, @&) (k + 1)-mal stetig differenzierbar. 

Nun sei m’ irgendeine der Zahlen 3,:..,m. Wir bilden mit den m’ Nullstellen 
t”,...,1” von y,(t) den Differenzenquotienten?) der Ordnung m’ — 1 von (tl): 


*) 8. V.10, 8. 70ff. 
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,..., al. 

Wegen m —ism—1<sk-+ 1 kann man den ersten Mittelwertsatz der Diffe. 
renzenrechnung anwenden. Man bekommt damit: Zwischen dem größten und dem kleinsten 
der Werte £®,...,t® gibt es wenigstens eine Stelle z,, für die 9” (,) = 0 gilt. Da 
7, im Intervall (— os, 0.) liegt, so ist | 7. | < gu. Daraus folgt 

(2) im,=0. 


n>® 


Wegen m’ —1 22 ist + Br®—D = 0. Daher folgt aus yr-'r,) = 0: 
(m—1) 
(2. tet 37. m) l (2 + u rg Erg + 7) =(. 


Der Ausdruck auf der linken ne dieser Gleichung konvergiert nun aber wegen (1) und 
(2) und wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen der Ordung m’ — 1 der Funk- 
tion y = f{P) gegen den Wert 


d Rn w-ı) 
(zit +75) NP. 


Dieser Wert ist also gleich Null, und da m’ jede beliebige der Zahlen 3, , 
sein kann, ist damit die Bedingung als notwendig erwiesen. 


13. Beweis der in 1132 aufgestellten hinreichenden Bedingung. 


1311. Zu diesem Beweise benötigen wir mehrere Hilfssätze. Wir schicken der For- 
mulierung des ersten dieser Hilfssätze einige Definitionen voraus. 
Es sei k 22 und 1 s!<k. Wir betrachten ! Funktionen von k Variablen: 


Play» ++) +++, Plüis»»- +, 0). 
Einen Punkt im Raume der Zahlen k-tupel (&%,...,%;) bezeichnen wir mit A. In einer 
Umgebung des Punktes A* = (af,..., ar) sollen die / Funktionen p,,...,p, erklärt 
und stetig sein und stetige partielle Ableitungen erster Ordnung haben. 
-Unter M, (A) verstehen wir die Matrix 
9pı ,, Ps 
0% Rz 0%; ‚ 


am, 
0a, 0 


unter M, den ganzen Raum der Punkte A und unter WM (A =1,...,!) die Gesamtheit 
aller der Punkte von M,, für die p,(A) = 0 gilt. 

Mit Hilfe der Mengen M,,..., M, bilden wir nun ein neues System von Mengen 
auf folgende Weise: Wir definieren 


= M, Di = Dı-ı Mh (Aw4,...,D 
Es ist also ®, die Gesamtheit aller gemeinsamen Lösungen der Gleichungen 
BA) = 0,...,PilA) = 0. 

Wir bezeichnen weiter die Menge aller Punkte von ®,-,, für die p,(A) > 0 gilt, mit 
D; und entsprechend die Menge aller Punkte von ®,-,, für die p;(A) < 0 gilt, mit 97. 
Dann hat man: ©,, =D} +9, +97. 

1312. Hilfssatz 1. Voraussetzungen. 1. A* sei ein Punkt von D,. 

2. Der Rang der Matriz M/A*) sei gleich 1, also gleich der Zeilenzahl. 
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Behauptung. In jeder Umgebung von A* gibt es wenigstens einen Punkt A* von D+ 
und wenigstens einen Punkt A” von Dy. 

1313. Beweis. Wir liefern den Beweis, indem wir ein ganz in ®,-, verlaufendes 
Kurvenstück mit dem inneren Punkt A* betrachten, von dem wir zeigen können, daß 
es im Punkte A* von dem einen der beiden Bereiche D®}+, D; in den anderen übertritt. 
0.B.d.A. sei die Determinante 

u 2 
I 
D(A*) = er 
Op 0m 
00, 


und für den Fall 1> 1 auch die Determinante 


Für den Fall 2> 1 betrachten wir das Gleichungssystem 


. Pe 
Pı (A ++ 4 5 op 8 Gy) = 0, 


Pı-1löys + +» 5 On op Alan» 
mit den ! Unbekannten &,,...,%. 
Nach dem Satz über implizite Funktionen sind in einem Intervall | a, — a | <d 
durch dieses Gleichungssystem die &,,...,“,_, als eindeutige Funktionen von &, er- 
klärt: 


= la). = X-ıla)- 


Dabei ist: af = 'yılaf),...,&%_, = %-ılaf). Weiter setzen wir durch Definition: 


x) = &, Kr (&) = 41 sr. , X) = or. 
Im Falle 2 = 1 haben wir überhaupt nur diese letzteren Gleichungen. 
In beiden Fällen, 2=41 und />1, ist uns nun durch die in einem Intervall 
| —a7| <ö erklärten Funktionen 


= Xıl&), = xı%) 

im Raume der Punkte A ein Kurvenstück gegeben. Dieses Kurvenstück enthält A* als 
inneren Punkt, verläuft ganz in ®,-, und ist außerdem in einen linearen Raum von der 
Dimension / eingebettet. Ist also ! = 1, so ist das Kurvenstück eine Strecke. Wir wollen 
nun zeigen, daß das Kurvenstück streckbar ist. Für ! = 1 ist dies trivial. Ist 1> 1, sö 
betrachten wir nun noch die Determinanten, die aus d = d(A) hervorgehen, wenn man in 
der A-ten Spalte die Ableitungen nach «, durch die derselben Funktionen nach «, er- 
setzt. Die so entstehenden Determinanten bezeichnen wir entsprechend mit d, = d;(A). 
Für das Intervall |«,—af| <ö gilt dann: 


dpa _ I" dn_ dn_o 

er daı d ’ da; ’ 1 u © das E 
Aus der Stetigkeit dieser Ableitungen folgt die Streckbarkeit des Kurvenstücks für ein 
Intervall |, — af | S ö’ mit 0 <d’ < 5. Wir können daher jetzt die vom Punkte A* 
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aus gemessene Bogenlänge als neuen Parameter s für die Darstellung des Kurvenstückg ' 


wählen. Das Vorzeichen der Bogenlänge s soll dabei so festgelegt werden, daß (5) & 
s=0) 


dasselbe Vorzeichen wie d(A*) bekommt. 


Wir setzen „Y@+-..+d,+d@=w. Es gibt ein Intervall |s| <, in 
welchem für das Kurvenstück gilt: 


u FL m en . 
ds Pr Sb "Ra 


Nun betrachten wir die Werte von pıA) auf dem Kurvenstück in einer Umgebung des 
Punktes A*. Wir bilden: 


Pils) =Pı (&(s), RORZ &+(s)) au Pı&1(s), erg &(s), Kyı DR &). 
An der Stelle s = 0 gilt p,(0) =0 und 


dpı PS apı da, Are Opı da; 
BR er 52 


_ _mh_,,.__M_d-ı ,Opd 


0%, W dar W 0x, w 


DAT 20 


w 





0. 


Man überzeugt sich von der Richtigkeit des letzten Gleichheitszeichens, indem man 
sich an die Bedeutung von d,,..,d,_, und d erinnert. 
Nun sei U,. eine Umgebung von A* und $, eine k-dimensionale, offene Kugel 
um den Mittelpunkt A*, die ganz in U. liegt. Wir betrachten zunächst den Fall (%) >. 
©. an s=0 
Dann gibt es ein Teilintervall |s | <ö des Intervalles |s| < ö derart, daß in diesem 
Teilintervall für s > 0 auch pı(s) > 0 und für s < 0 auch p(s) < 0 ist. Daraus folgt: 
Jedes s mit 0 < s < öliefert einen Kurvenpunkt A* von ®;*, und jedes smit —d <s <Ü 
liefert einen Kurvenpunkt AT von ®7”. Um zu erreichen, daß diese Punkte A* und AT 
auch in U,. liegen, hat man nur noch |s | <r zu wählen. 
Entsprechend ist der Fall () <0 zu behandeln. Damit ist der Hillssatz I 
s=0 
bewiesen. 
1314. Der Hilfssatz 1 läßt sich mühelos noch etwas erweitern. Dazu betrachten 
wir die Matrix M,;(A), die aus M,(A) entsteht, wenn man die (A + 1)-te und alle späteren, 
Zeilen wegläßt. Der Rang von M;(A*) ist A. Wegen der Stetigkeit der partiellen Ab- 


leitungen 2, eieg 2 gibt es eine Umgebung von A*, in der sich der Rang einer jeden 
1 1 


der Matrizen M,(A),...,M,(A) nicht ändert. 

Daraus folgt mit Benutzung von Hilfssatz 1 die 

Erweiterung. Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 1 gibt es eine offene Um- 
gebung U,. des Punktes A* derart, daß für A=1,..,l zu jedem Punkt A aus ®,, der 
zugleich ein Punkt von U,. ist, in beliebiger Nähe von A mindestens ein Punkt A* aus Df 
und mindestens ein Punkt AT aus D; existieren, die beide ebenfalls zu U,. gehören. 

132, Die beiden weiteren Hilfssätze, die wir noch benötigen, enthalten Aussagen 
über den Begriff des berührungsfreien Schnittpunktes einer ebenen Kurve und einer in 
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derselben Ebene gelegenen Geraden. Wir haben daher zunächst den Begriff des be- 
rührungsfreien Schnittpunkts zu definieren. 


1321. Berührungsfreier Schnittpunkt. In einem Intervall (t,,1,) sei eine Funk- 
tion y = ft) erklärt und wenigstens einmal stetig differenzierbar. Außerdem liege in 
der y, t-Ebene eine Gerade y = g(t) = y, + Ast. Wir sagen: An der Stelle i, aus (t,, t,) 
liege ein berührungsfreier Schnittpunkt von /(t) und g(t) vor, wenn folgendes 


gilt: 
1. At) = g(%) 
2. fh) +’). 

4322. Der zweite Hilfssatz, den wir benötigen, besagt, daß ein berührungsfreier 
Schnittpunkt durch eine hinreichend kleine Änderung der Geraden nicht zerstört wird®). 

Hilfssatz 2. Voraussetzung. An der Stelle 1, liege ein berührungsfreier Schnittpunkt 
von ft) und g,, 4.) = u + Bat vor. 

Behauptung. Zu jedem n>0 gibt es ein £>0 derart, daß jede Gerade 
0 = Yı + Bit, für die | y—W | <T und | Bı —Bo| <T gilt, mit f{t) einen berührungs- 
freien Schnittpunkt hat, für dessen Abszisse t* gilt: |* —t,| <n. 

Beweis. Wir setzen | f’(t) — g’,,s,(t) | = u. Es ist u> 0. Wegen der Stetigkeit 
von ft) gibt es ein 8 > 0 derart, daß für [14] S2 gilt: |f) WI <;z- 

Nun sei 7 > 0 gegeben. Wir setzen ö, = Min (ö, 7) und zeigen, daß 

F(t) = flt) — 8,0) 
außer t, keine weitere Nullstellen in |? — 1, | < ö, hat. Wäre nämlich t eine soiche weitere 
Nullstelle von F(t), dann gäbe es nach dem ersten Mittelwertsatz zwischen t und i, eine 


Stelle x mit F’(r)=0. Es wäre also f/(r) =g’,.(T). Da g',.lT) = 8,1) = Bo 
ist, wäre also f(r)=g’',,(4). Da r in |t—1|SÖ, läge, würde weiter gelten 


fr) fi) | < 5- Es wäre also | g’,,s.(t) — (4) | < 5 was mit der Bedeutung von 


u im Widerspruch steht. 
Es gilt also insbesondere F(t, — 6,) #0 und Fit, + 6,) #0. Wir setzen 


u, = Min (| Fi — 8) |; | Fo + 81) |, 
e=Max(|u —5, 1, I|% + Sı |), 


u 
a ) 
Dann gilt für jede Gerade g,,() = yı + Aıt mit | —yu| <Zund |, —A|l<t: 
Bu. — 81) — Eule — 8) | = I (Yı + Pille — 84) — (Yo + Bolto — 4) | 
= w)+hı-b)h His -Hultihı— lo — | 


<{+b=/!i+os A 4+0)=u. 
1+e 


$) Wir geben hier und an anderen Orten für einfache geometrische Behauptungen arithmetische Formu- 
lierungen und Beweise. Dies geschieht (abgesehen von der Vollständigkeit der Beweise), um Bezeichnungen und 
Überlegungen einzuführen, die später gebraucht werden und deren Einführung dort den Text zu sehr belasten 
würde, 
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Wegen der Bedeutung von u, besagt dies, daß an der Stelle 4, — ö, die beiden Geraden 
8,,,(t) und g,,,,(t) auf ein und derselben Seite der Kurve /(t) verlaufen. 

Ebenso zeigt man dies für die Stelle + ö,. Da nun zwischen i, — 6, und 4 +8, 
die Gerade g,,,(t) die Kurve /(t) durchsetzt, muß dies auch bei g,,(t) der Fall sein, 
Es liegt also in |! —1,| <ö, eine Stelle :*, für die /(t*) = g,,,(t*) gilt. Für :* gilt 
aber auch: 

1, FEN) = |, te + te — FÜ*) | 


>| lte — li) + Fl) Fr) | —18',,r) — Ente) | 
> | 81. (0) —Flto)] — | Fl) - FH) | —|Bı —Bo|> u 5 5 =. 
Es ist also g’, ,(t*) # f(t*). Daher liegt an der Stelle i* ein berührungsfreier 
Schnittpunkt von g,,,,(t) und f(ti) vor. Außerdem liegt i* in |? —i*| <n. Damit ist 
Hilfssatz 2 bewiesen 


1323. Der dritte Hilfssatz, den wir benötigen, macht eine Aussage über die Mög- 
lichkeit, den Berührungspunkt einer Tangente an eine ebene Kurve in zwei berührungs- 
freie Schnittpunkte aufzulösen?). 


Hilfssatz 3. Voraussetzung. f(t) seiin (t,, t,) stetig und einmal stetig differenzierbar, 
An der Stelle t, aus (t,, t,) sei die Gerade g,,,,(t) = Yo + Bot Tangente an fit). 

Behauptung. Entweder fällt f(t) in einer Umgebung von t, mit g,,,(t) zusammen 
oder es gibt zu jedem 6 > 0 in der Umgebung |t —1,| < ö wenigstens einen Punkt 1,0 
daß die Sekante durch die Kurvenpunkte t,, f(t) und t, fit) sowohl an der Stelle t, als auch 
an der Stelle t mit /(t) einen berührungsfreien Schnittpunkt hat. 

Beweis. Es sei ö > 0 und so gegeben, daß |? —1,| <ö ganz in (t,, t,) liegt. Wir 
betrachten die Sekante s, durch die beiden Kurvenpunkte ti,, f{t,) und r, f(r), wobei r 
in |t—1| < ö beliebig veränderlich gedacht sei. 

Für die Steigung m(r) dieser Sekante gilt: 


m(t) kai m - Mt) i 
ih 
Wir setzen weiter fest m(1,) = f’(t,)- iz der Stetigkeit und stetigen Differenzier- 
barkeit von f(t) ist m(r) überall in | er —t,| < ö erklärt und stetig. Nun nehmen wir an, 
es gebe in | —t,| <ö kein t, wie es in der Behauptung gefordert wird. Dann gilt in 
jedem r aus | r —4,| < 6 für die Steigung der Sekante s, entweder m(r) = f’(t,) oder 
m(r) = fr). 
Nun unterscheiden wir zwei Fälle: 
I. mit) ist überall in , 7 — | < ö gleich /’(t,) = $. Dann fällt f(t) in | — | <d 
mit g, ‚(t) zusammen. 
II. Es gibt eine Stelle x* in | — | < ö, für die m(r*) + f(t,) ist. Es ist 7* +4, 
Wir nehmen zunächst an, es sei 7* > 1... Wegen der Stetigkeit von m(r) gibt 
es ein größtes offenes Intervall J, das ganz in, <r <4 + ö liegt, 7* enthält und nur 
aus Punkten r besteht, für welche m(r)=+f’(t,) ist. Der linke Endpunkt von J wird von 
einem Punkt r a für den m(r) = a: gilt. In J gilt: 


Daraus folgt: 





x - h 
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Po 2% 
Kd— HM) T—n 
dog | fr) — A) | = log|r—n| + C, 


TLUELLCTBRR, 





Ka u‘ 
Tr—h 
Es ist also m(r) in J konstant: Da im linken Endpunkt r von J m(r) = f’(t,) ist, so folgt 
aus der Stetigkeit von m(r), daß in J m(r) = f’(1,) ist. Das ist aber ein Widerspruch zu 
m(t*) + f’(1%). Analog behandelt man den Fall ı* < 1. Damit ist gezeigt, daß der Fall U 
unmöglich ist. 

Wenn es daher kein Intervall |t — 1, | < ö’ gibt, in dem der Fall I eintritt, dann 
muß es zu jedem ö > 0 im Intervall |? — 1, | < ö eine Stelle t geben, die die Forderungen 
der Behauptung erfüllt. Damit ist auch der Hilfssatz 3 bewiesen. 

433. Mit Hilfe der Hilfssätze 1, 2 und 3 soll jetzt die in 1132 aufgestellte hin- 
reichende Bedingung bewiesen werden. 


43311. Mit Benutzung von Hilfssatz 1 ziehen wir zunächst eine auch schon für 
m = 2 gültige Folgerung aus den in 1132 angegebenen Bedingungen. Dazu betrachten 
wir-die Polynome 


und die Matrix 





. Ist m = 2 und h,(A*) = 0, so ist der Rang von M,(A*) gleich 1, also gleich der Zeilenzahl. 
Nun sei m > 3 und g* eine Tangente, die die hinreichenden Bedingungen aus 1132 er- 
fülle. Denn ist 


h,(A*) = 0, hy(A*) = 0,... ,Am-(Ar) = 0 


und der Rang der (m — 1)-ten Auflösungsmatrix M„-,(A*) gleich m — 2. Wir beweisen 
nun: Der Rang von M„-,(A*) ist gleich m —1. Zum Beweise fassen wir die Elemente 
der u-ten Zeile von M„-,(A*) als Komponenten eines Vektors b, auf. Dann haben wir 
v, 
dv; O2 
M„-(A®r) =1 : und M„-„(A*)=| : ; 
hr Im-ı 
Journal für Mathematik. Bd. 185. Heft 3. 
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Wäre nun der Rang von M„-,(A*) kleiner als m —1, so hätte man, da dee, 
Rang von M„-ı(A*) nach Voraussetzung gleich m —2 ist, eine Gleichung von der 
Gestalt: 

vb, = Dg/, + Bea + An-Dda-ı: 
Wir multiplizieren beiderseits skalar mit v, und bekommen: 
4 0, = Add, + + Amin ' die 
Für die linke Seite dieser Gleichung bekommt man: 
bu by = 20} 207 + + 205 205 = Alhı(A*) +1). 
Für die rechte Seite bekommt man mit Benützung des Eulerschen Satzes über homogene 
Funktioner (u =2,...,m —1): 


+ (2) ot) = 2unian. 


Also ergibt sich: 

4hA*) +4) = A222. hlAr) ++ Ans 2 (m — 1)hn-ı(A®). 
Das führt aber wegen h,(A*) =, ..., Am-ı(A*) = 0 zu einem Widerspruch. Also ist der 
Rang von M„-.(A*) gleich m — 1. 

13312. Nun führen wir für das Gleichungssystem. h,(A) = 0,.., hm-ı(A) = 0 die 
Mengen ®,, D®+, D- ein, entsprechend den Definitionen von 1311. Dann haben wir für 
m 2: 

1. A* ist ein Punkt von ®„-.- 

2. Der Rang der Matrix M„-,(A*) ist gleich m — 1, also gleich der Zeilenzahl. 

Wir können also die Erweiterung von Hilfssatz 1 anwenden und kommen zu dem 
Ergebnis: . 

Es gibt eine offene Umgebung U,. des Punktes A* derart, daß für «= 1,..., m—1 
zu jedem Punkt A aus ®,, der zugleich ein Punkt von U, ist, in beliebiger Nähe von A 
mindestens ein Punkt A* aus ®} und mindestens ein Punkt A” aus ©, existieren, die 
beide ebenfalls zu U,. gehören. 

13313. Nun stellen wir die folgende Behauptung auf: Es si 1sSusm—1.. 
Ferner sei A= (&,...,,) ein Punkt aus dem Durchschnitt von D®, und U,.. Weiter 
sei e> 0 und 0 <o <r (Definition von r siehe in 1121). 

Dann gibt es eine Gerade g, ,,, gegeben durch 


nel H+ab...,mehtad,y=y+ Bd, woor+- 
mit folgenden Eigenschaften: 
1. h—as|l<s...,la —o|<e. 
2. Die wegen oe <r im Intervall (— o, o) mit Sicherheit erklärte Kurve 
y= It) = Mat+ osl,...,22 + 08) 


verläuft entweder in einem Teilintervall des Intervalles (— o, o) geradlinig und 
fällt dabei mit g, „(t) zusammen oder sie’hat mit der Geraden 


y8,lt) = U + Bi 
im Intervall (— o, e) mindestens # + 1 verschiedene berührungsfreie Schnitt- 
punkte. 
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13314. Diese Behauptung enthält die Auflösbarkeit des Berührungspunktes der 
Tangente g, gegeben durch r 


Berta... meht+oal,y=y*+ Bi 


® r het 4 3 im 
mt ++ =1 und ß - %at+t + 37. ) /(P*), in mindestens „+1 
1 k . 


gemeinsame Punkte, wie man durch Vergleich mit 1121 feststellt. Sie geht aber in zwei 
wesentlichen Punkten noch darüber hinaus. 
4. Die in 4421 vorkommenden Koordinaten x”, ..., z'werden jetzt durch die 
Koordinaten von P* ersetzt. Das heißt, es wird behauptet, daß man die Gerade 
Ea,.s, SOgar so wählen kann, daß sie die im Punkte P* auf dem Raum der 
Punkte P errichtete Senkrechte trifft. 
2. In 1121 ist nur von gemeinsamen Punkten die Rede. Jetzt treten an deren Stelle 
berührungsfreie Schnittpunkte oder eine volle gemeinsame Strecke. 
1332. Wir beweisen die in 13313 aufgestellte Behauptung durch vollständige In- 
duktion. 


13321. 1. „=1. A sei ein Punkt aus dem Durchschnitt von D, und U,.. Es sei 


e>0 und O<o<r. Wir wählen für A den Punkt A selbst und betrachten die im 
Intervall (— e, e) mit Sicherheit erklärte Funktion y = fl!) = f{z} + aul,...,2 + a). 
Durch irgend zwei verschiedene Punkte dieser Kurve, deren Abszissen t in (—o, o) 
liegen, legen wir die Gerade g,,,(t) = %-+ Pot. Sind nun diese beiden Punkte be- 
rührungsfreie Schnittpunkte, so leistet die Gerade g; ,,, gegeber durch 


ser t+nb..,n = t+od,y=y+ Bi, 
das, was in der Behauptung gefordert wird. 


Ist mindestens einer dieser beiden Punkte ein Berührungspunkt von fs(t) und 
&,.,.({), so sind nach Hilfssatz 3 zwei Fälle zu unterscheiden: 

1. In,einer Umgebung des Berührungspunktes fällt /z(t) mit g,,,(t) zusammen. 
In diesem Falle leistet wieder die Gerade g;,,, das in der Behauptung Geforderte. 

2. Der Berührungspunkt läßt sich durch eine beliebig kleine Drehung der Tangente 
um den Berührungspunkt in mindestens zwei verschiedene, berührungsfreie Schnitt- 
punkte auflösen, die beide in (—e, o) liegen. Durch die Drehung gehe g,,,, über in 
g,,;,, Dann leistet die Gerade g;,,, gegeben durch 

; zer +an..,nedtady=yt Bil, 
das in der Behauptung Geforderte. 

Damit ist die Behauptung für u = 1 bewiesen. 


. . 43322. II. Wir nehmen an, die Behauptung sei für « bewiesen. Dabei sei 
i<u<m-—1. Es sei A ein Punkt aus dem Durchschnitt von D,;ı und U,., und 
eseie>O undO <e<r. DaA auch ein Punkt aus dem Durchschnitt von D, und 
U, ist, so gibt es nach Induktionsannahme wenigstens eine Gerade g,,,,, die die 
Forderungen der Behauptung für u erfüllt. Von einer jeden solchen Geraden wollen wir 
Sagen, sie gehöre für den Punkt A zum Zahlenpaar (e, 0). Nun sind zwei Fälle zu unter- 
scheiden: 


133221. Fall A. Unter den für den Punkt A zum Zahlenpaar (z, oe) gehörenden 
Geraden gibt es wenigstens eine Gerade g,,,,,, für die in einem Teilintervall von (— oe, 0) 
20* 
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„it = Yu + Bil s 
gilt. In diesem Falle erfüllt die Gerade g,,,, die Forderungen der Behauptung auch 
für a +1. | 

133222. Fall B. Unter den für den Punkt A zum Zahlenpaar (e, e) gehörenden 
Geraden gibt es keine mit der unter Fall A beschriebenen Eigenschaft. Es sei EAnd 
eine für A zu (e, oe) gehörende Gerade. Dann hat nach Induktionsannahme die Kurve 
/‚(t) mit der Geraden y= % + st mindestens „+ 1 verschiedene berührungsfreie 
Schnittpunkte, dessen Abszissen t,,... ‚2,4, im Intervall (—e, oe) liegen. t sei ein belie- 
biger Punkt des Intervalls (— o, e). Wir bilden den Differenzenquotienten der Ordnung 
„+1 

pt) ng [t, eryhun tK/,)- 
p,(t) ist überall in (— oe, o) erklärt, an den Stellen t,,...,i,;, als Grenzdifferenzen- 
quotient*) und in (— e, o) überall k-mal stetig differenzierbar. 

433223. Nun wird behauptet: Unter den Geraden, die nach Induktionsannahme 
für den Punkt A zum Zahlenpaar (e, e) gehören, gibt es wenigstens eine, für die die 
Funktion 9,(t) an einer Stelle i* des Intervalls (— o, 0) verschwindet. 

133224. Der Beweis für diese Behauptung soll in 133225 nachgeholt werden. Wir 
ziehen hier gleich aus ihr die Folgerungen. Die Gerade heiße g, ,,,. Wir nehmen zunächst 
an, i* sei von einer jeden der Stellen t,,...,i,,, verschieden. Ist # = 1, so hat man 
unmittelbar: 9,(t*) = [tı, tz, !*/,) = 0. 

Für v2 folgt aus 


1 
9,(t*) e. br —# ([tı, rd ia) — [ts »--; 179 *\/,)) = 0 


wegen [ty,- - + „tu tur (fa) = 0 die Beziehung 
[in ++. 8* MW) Pe” 
So kann man weiterschließen bis auf [t,, t,, {*(/,) = 0. Es ist also stets 


It) — Falle) _ Faltı) — FA) _ o, 
tı —te ty —i* 

Das heißt aber: Der Punkt (t*, /,(t*)) ist ein weiterer gemeinsamer Punkt von /,(t) und 

+ ot. Ist dieser Punkt ein berührungsfreier Schnittpunkt, so leistet die Gerade 
EA... 4as in der Behauptung Geforderte. Ist er dagegen. ein Berührungspunkt von 
fs) und y. + ße, so kann man diesen Berührungspunkt nach Hilfssatz 3 durch den 
Übergang zu einer beliebig benachbarten Geraden y = yı + ft in zwei berührungsfreie 
Schnittpunkte auflösen, die beide in (—o,o) liegen. Denn der Fall, daß /,(t) und 
Yo + Bst in einer Umgebung von i* zusammenfallen, würde dem Fall A entsprechen und 
ist ausgeschlossen. Dabei kann man y = yı + ft nach Hilfssatz 2 so wählen, daß die 
bereits vorher vorhandenen # + 1 berührungsfreien Schnittpunkte nicht zerstört werden 
und-im Inneren von (— o, e) bleiben. y = f,(t) und y = y, + ß,t haben daher in (—e,0) 
in diesem Falle sogar » + 3 berührungsfreie Sehnittpunkte. Die Gerade g,,,‚,, gegeba 
durch 


net... ,n-atansy=ytßtmtait- - += 


leistet also das in der Behauptung Geforderte. 
Nun haben wir noch den Fall zu betrachten, daß it einem der Werte t,,... ‚iu 
gleich ist. Es sei 0.B. d. A. 1* =1,. Ist „= 2, so schließen wir aus 
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[4 eb (fo) =0 
wieder auf [t,1,1*\/,) = 0; ist „=1, so ist unmittelbar [t,,1,,1*\(/,) = 0. Das 
bedeutet aber hier 


t t v ‚ 
en hl) „un = ri. 
Das heißt, an der Stelle t, = t* ist y = y, + Bst Tangente an y == tt). Nach Induktions- 
annahme liegt aber an der Stelle :, ein berührungsfreier Schnittpunkt vor, also kann 
der Fall t, = 1* gar nicht eintreten. 


133225. Wir haben noch den Beweis für die in 133223 aufgestellte Behauptung 
nachzutragen. Wir nehmen an, diese Behauptung sei falsch. Dann gibt es unter den 
Geraden, die nach Induktionsannahme für den Punkt A zum Zahlenpaar (e, o) gehören, 
keine, für die die Funktion 9,(t) an einer Stelle des Intervalls (— o, 0) verschwindet. 
Für jede solche Gerade muß daher 9,(t) überall in (— oe, e) dasselbe Vorzeichen haben, 
da 9,(t) stetig ist. Wir betrachten nun die Folge von Zahlenpaaren {e,, 0}, wobei 


& -; und 0, = = sein soll, und beweisen: Unter den Geraden, die nach Induktions- 


annahme für den Punkt A zum Zahlenpaar (e,, 0,) gehören, gibt es wenigstens eine 
Gerade g*, für die in (— eo, e) überall 9,, (1) > 0 gilt. { 

Zum Beweise betrachten wir ein Zahlenpaar (e’, 0’) mit 0 <e’ < = und 0<p’<o. 
Nach 43312 gibt es zu A einen Punkt A+* aus dem Durchschnitt von ®+,, und U,,, 
für den | | <e,...,‚j|af —o|<e’ gilt. 

Da ®;,, eine Teilmenge von ®, ist, so ist A* auch ‘ein Punkt aus dem Durch- 
schnitt von ®, und U,.. Wir können daher auf den Punkt A* die Induktionsannahme 
anwenden und die Geraden g,,,,, betrachten, die nach Induktionsannahme für den 
Punkt A* zum Zahlenpaar (e’, o') gehören. Für jede solche Gerade g,,,, gilt: 


h—-anl<s|y—orl tler nl<ite<e, 
Ja—als|u—Hl tl nl<eite<e 


Deswegen und wegen eg’ < og gehört eine jede solche Gerade zugleich für den Punkt A 
zum Zahlenpaar (&,, 0) und damit auch zum Zahlenpaar (e, o), also hat für jede solche 
Gerade die Funktion 9,(t) überall in (— e, e) dasselbe Vorzeichen. 

Wir können zeigen, daß 9,(t) > 0 ist in (—.o, o), sobald man e’ und og’ hinreichend 
klein wählt. Dazu betrachten wir im Intervall (— o’, 0’) eine Stelle ’’, die von den 
ebenfalls in (— eo’, e’) gelegenen Abszissen t,, . . - ‚2,4, der nach Induktionsannahme vor- 
handenen # + 1 verschiedenen Schnittpunkte von y, + ßst und f,(t) verschieden ist. 
Dann gilt nach dem ersten Mittelwertsatz der Differenzenrechnung 


A) =). 
Dabei ist r eine Stelle des Intervalls (— o’, 0’). Gäbe es nun zu beliebig kleinen e’ und 
0’ stets eine Gerade g mit 9,(t) < 0 in (— e, o), so.könnte man eine Folge von Zahlen- 
paaren {e,, o,} konstruieren und dazu eine Folge {g,} von Geraden angeben derart, 
daß immer g, für A zum Zahlenpaar (e,, 0,) gehört, wobei gilt: 
4. lim e) = 0; lim o, = 0. 


© 31>& 


2. In (— 0,0) ist gt) <O. 
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Man könnte aus dem Intervall (— o,, 0,) eine Stelle t, wählen, die von den höchstens | 
abzählbar unendlich vielen Schnittpunktabszissen t”,...,t,, verschieden ist, und 
bekäme 


9,6) - Kr ’(e). 
Dabei läge r, in (— o/, 0.); es wäre also |'r,| <e,. Aus lim eg, = 0 würde daher folgen: 


1>®@ 


lim r,= 0. Aus lim e, = 0 folgt aber lim A,=A*+. Aus lim z.=0 und lim A, =A 


ı>@ 


ergäbe sich nun wie beim Beweise der notwendigen Balingung i in 12 
lim fr) = KO) = Pur (AP). 


Aus 9, ‚(«) <0 würde aber ner) <.0 folgen und daraus 
lim +7) = PA) Ss 0. 


DaA* ein \ Punkt von D},, ist, so ist p,,,(A*) > 0. Damit ist ein Widerspruch aufgezeigt, 
Ganz analog beweist man: Unter den Geraden, die nach Induktionsannahme für 
den Punkt A zum Zahlenpaar (e,, 0.) gehören, gibt es wenigstens eine Gerade g”,, für 
die i in (—0, e) überall 9,- (t) < 0 gilt. 
Nun ordnen wir jedem Zahlenpaar (e,, 0.) der Folge { &, 0} eine solche Gerade g} 
zu, so daß in (—o,o) überall 9,;(t) > 0 ist 


Die Schnittpunktabszissen seien £”, .x. , £,; sie liegen in (— On, 0,). Es sei i eine | 
Stelle aus (— e, 0), die von den höchstens abzählbar unendlich vielen Stellen t,”,..., 2, 
(fürn =1,2,3,...) verschieden ist und für die t > 0 gilt. 


Dann gilt für hinreichend große n wegen lim 0, = 0: 


tm >0,. m >0. 
Für „>22 folgt aus [t”,..,i@),, KR > 0 wegen [t,...,:),/,,) = 0 und 
tl, >0 
[P,...,19,24,) > 0. 
‘So kann man weiter söhließen bis auf: 
1, 19,14, > 9 
Ist u = 1, so bedeutet 94 > 0 unmittelbar: 
ww B”, ef An) >. 
Also ist stets: 
Fanlt) — Fanlıl®) > KM) — MP) 


m wm 





Daraus folgt durch Grenzübergang: 


Wegen der Stetigkeit von f,(t) gilt diese Beziehung für alle t > 0, auch für die Schnitt- 
punktabszissen {”,...,M, (n=1,2,3,...). 
Analog beweist man für t> 0 mit Benützung der Geradenfolge {g,}: 
(t 0 
Jatt) — )— = aD) — 20). 
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Damit hat man für t>0 in (— 0,0): 
PAR _ 70) 


oder 
It) = Fr(0) +1: Fx(0) für 0 <t<o. 

Das heißt: Die Gerade g;, fz«y fau) gehört für den Punkt A zum Zahlenpaar (e, e) und 
hat die in 133221 unter Fall A beschriebene Eigenschaft. In 133222 wurde aber voraus- 
gesetzt, daß es eine Gerade mit der unter Fall A beschriebenen Eigenschaft unter den 
für A zu (e, e), gehörenden Geraden nicht geben soll. Damit ist ein Widerspruch auf- 
gezeigt. 

433226. Damit ist die in 13313 aufgestellte Behauptung vollständig bewiesen. 
Da A* ein Punkt aus dem Durchschnitt von ®,„-, und U,, ist, ist damit auch die in 
1132 aufgestellte Bedingung als hinreichend erwiesen. 


14. Verhalten „im allgemeinen‘ eines Hyperflächenpunktes hinsichtlich des Be- 
rührungsgrades der Tangenten und der Auflösbarkeit ihres Berührungspunktes. 


141. Dazu erklären wir zunächst, was wir unter der Formulierung ‚‚im allgemeinen“ 
verstehen. 


1411. Es sin >21, k 21, s=1. Ferner sei © ein System von n Gleichungen 
mit k Unbekannten. Die Koeffizienten von © seien Polynome der s Veränderlichen®) 
@y...,a, mit Koeffizienten aus einem Körper K. 


4412. Definition. Wir sagen das System © habe im allgemeinen keine nicht- 
triviale Lösung, wenn mindestens ein nieht identisch verschwindendes Polynom der s 
Veränderlichen a,,... , a, mit Koeffizienten aus Ä existiert, das für jede spezielle Wahl 
der Veränderlichen a,,... , a,, für die das System © eine nichttrivale Lösung hat, not- 
wendig den Wert Null annehmen muß. 


1413. Wir sagen allgemeiner von einem beliebigen Sachverhalt, er trete im all- 
gemeinen nicht ein, wenn zu seinem Eintreten die Existenz einer nichttrivialen Lösung 
von mindestens einem unter höchstens endlich vielen solchen Systemen & notwendig ist, 
die im allgemeinen keine nichttriviale Lösung haben. 


4421. Über Systeme von homogenen Gleichungen gilt folgender Satz: Ein System 
von homogenen Gleichungen mit unbestimmten Koeffizienten besitzt ein Resultanten- 
system aus gaznzahligen Polyngmen in diesen Koeffizienten so, daß für spezielle Werte’) 
der Koeffizienten das Nullwerden aller Resultanten notwendig und hinreichend ist für 
die Existenz einer nichttrivialen Lösung des Gleichungssystems. 

Man sagt, ein solches Resultantensystem liefere ein algebraisches Kriterium 
für die nichttriviale Lösbarkeit des Gleichungssystems. Für den Beweis des Satzes sei 
auf die Literatur verwiesen’). 

1422. Wir werden zeigen, daß eine Tangente an eine Hyperfläche vom Berührungs- 
grad /, wobei 2<!<k-+ A sein soll, im allgemeinen eine Auflösungsmatrix vom Rang 
I—1 hat. Dazu betrachten wir für einen Punkt P* des Bereiches ® das Gleichungs- 
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Die letzte Forderung ist gleichbedeutend mit dem Verschwinden aller (l -— 1)-reihigen 


Unterdeterminanten der Matrix, also mit Pie ı) homogenen Gleichungen. 


Das System © von insgesamt (!—1) + f en ) homogenen Gleichungen mit den 


Unbekannten &,,...;%; hat, wenn man die sich nur durch die Reihenfolge der Diffe- 
rentiationen voneinander unterscheidenden partiellen Ableitungen von f(P.) als identisch 
ansieht, die in 44141 geforderten Eigenschaften. Denn die partiellen Ableitungen von 
/(P) können im Punkte P* völlig unabhängig voneinander beliebige Werte annehmen, 


1423. Hilfssatz 4. Das Gleichungssystem © aus 1422 hat im allgemeinen keine 
nichttriviäale Lösung. 

Beweis. Wir betrachten ein Resultantensystem von ©, das ein algebraisches Kri- 
terium für die Lösbarkeit liefert. Da die Resultanten ganzzahlige Polynome in den Koef- 
fizienten von ©, diese selbst aber Polynome der partiellen Ableitungen von /(P) im 
Punkte P* mit ganzzahligen Koeffizienten sind, so sind die Resultanten ebenfalls ganz- 
zahlige Polynome dieser partiellen Ableitungen. Wir zeigen, daß nicht alle Resultanten 
identisch verschwinden. Da das Verschwinden sämtlicher Resultanten für das Vorliegen 
einer nichttrivialen Lösung von © hinreichend ist, ist dies getan, wenn es gelingt, für 
die partiellen Ableitungen solche speziellen Werte einzusetzen, daß -das entstehende 
Gleichungssystem keine nichttriviale Lösung hat. Da das Verschwinden aller Resul 
tanten für das Vorliegen einer nichttrivialen Lösung auch notwendig ist, ist eine solche 
nicht identisch verschwindende Resultante ein-Polynom mit den in 1412 geforderten 
Eigenschaften. Damit ist dann alles gezeigt. 

Ein spezielles System, das nur die triviale Lösung hat, erhalten wir aus ©, indem 
wir die rein partiellen Ableitungen gleich 1, die gemischt partiellen Ableitungen gleich Ü 
setzen. Das System © geht dadurch über in | 


Diesen Forderungen genüge das Zahlensystem (x,,...,&,). Aus. der Forderung 
über den Rang der Matrix folgt, daß höchstens /—2 der Größen «,, . . . , &; zu je zweien 
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und von Null verschieden sein können. Es seien unter den a,,..., x; genau s und zwar 
0. B. d. A. a,,. - . , %, zu je zweien und von Null verschieden. Dabei komme der Wert von 
x, unter den a,...,xz genau c,-mal vor (o=1,...,5s;c,21). Dann hat man: 


—g =. 
Hi + toi =o—, 


Daraus folgt: 


- 
LAIEFR Dun 


Das heißt, die Größen x,,..., x, sind nicht zu je zweien und von Null verschieden im 
Widerspruch zur Bedeutung von s. Also hat das System nur die triviale Lösung. Damit 
ist Hilfssatz 4 bewiesen. 


443. Auf Grund von Hilfssatz 4 definieren wir: 


4434. Außergewöhnlieher Punkt der Stufe /. Es sei 2</!sk+1. Einen 
Punkt (P*, y*) der Hyperfläche, für den das in 1422 definierte Gliechungssystem © eine 
reelle oder komplexe nichttrivale Lösung hat, nennen wir einen außergewöhnlichen 
Punkt der Stufe !. Ein Punkt kann ein außergewöhnlicher Punkt von mehr als einer 
Stufe sein, wie leicht zu konstruierende Beispiele zeigen. 


1432. Gewöhnlicher Punkt. Einen Punkt (?*, y*) der Hyperfläche, der nicht 
außergewöhnlicher Punkt von mindestens einer der Stufen 2,...,%k + 1 ist, nennen wir 
einen gewöhnlichen Punkt. Aus 1413 und Hilfssatz 4 folgt sofort: Ein Hyperflächen- 
punkt ist im allgemeinen ein gewöhnlicher Punkt. (Man vgl. dazu den algebraischen 
Charakter unseres Begriffes ‚im allgemeinen‘). 


4441. Hauptsatz über gewöhnliche Punkte. Jede Tangente an eine Hyperfläche 
in einem gewöhnlichen Punkte hat einen Berührungsgräd |, für dn 1 <SIsk gilt. 
Ihr Berührungspunkt läßt sich in höchstens 1 + 1 verschiedene gemeinsame Punkte auf- 
lösen und, bei geeignetem Vorgehen, auch. in genau 1 +1. 

Beweis. Wir beweisen den ersten Teil der Behauptung, indem wir zeigen, daß es 
eine Tangente mit dem Mindestberührungsgrad k + 1 in einem gewöhnlichen Punkte 
nicht geben kann. Wir nehmen an, es gebe eine solche. Dann hätte das Gleichungssystem 


hlayı... 30) = 05... , Ayla». %) = 0 


eine nichttriviale Lösung (af,.., a7). Nach dem Satz von Euler über homogene Funk- 
tionen ist aber: 


Er + Yhazı- 


Setzt man für &,...,% die nichttriviale Lösung af,...,a; des Systems 

,=0,...,Ayı = 0 ein, so werden die rechten Seiten zu Null und die Determinante 

der Matrix M;;,(&,, - - ., xx) muß daher verschwinden. Das heißt der betrachtete Punkt 

wäre ein außergewöhnlicher Punkt von der Stufe k + 1 im Widerspruch zur Voraus- 

setzung. Der zweite Teil der Behauptung ergibt sich ohne weiteres aus der notwendigen 
Journal für Mathematik. Bd. 185. Heft 3. 21 
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Bedingung von 1131 und der hinreichenden Bedingung von 1132. Denn die Auflösungs- 
matrix einer Tangente vom Berührungsgrad / in einem gewöhnlichen Punkte ist auf 
Grund der Definition des gewöhnlichen Punktes vom Rangl—1. 


4442. Wir betrachten noch kurz die außergewöhnlichen Punkte. Es gilt 
folgender 
Satz. Dann und nur dann ist ein Hyperflächenpunkt ein außergewöhnlicher Punkt 
von der Stufe 2, wenn für ihn güt: 
Kai 
dx,0x, 0X, 
Beweis. Ist der Punkt ein außergewöhnlicher Punkt von der Stufe 2, so hat das 


System von k linearen Gleichungen mit k Unbekannten 
= 0% 


I=0; ES 


PETER ;=0, i=h,...,h, 


02 


eine nichttriviale Lösung. Also ist die Bedingung notwendig. Ist umgekehrt 32 Ge =(, 
= 


so hat das betrachtete lineare Gleichungssystem eine nichttriviale Lösung, und für diese 
bekommt man mit Benützung des Satzes von Euler über homogene Funktionen: 
(3 0% #1 Ohz _ 
0 Be & (Z 07,0%; 2) = 25 2 Fr At hy. 
Also ist der Punkt ein außergewöhnlicher Punkt der Stufe 2, die Bedingung ist hinreichend, 
Für k = 2 folgt daraus, daß die außergewöhnlichen Punkte der Stufe 2 identisch 


2 i } : 0% 0% 0% \? i ö 
sind mit den durch die Bedingung dt (2 dr ) = (0) gekennzeichneten paraboli- 
1 ie. 


schen Punkten. Wir nennen deshalb für k > 2 einen außergewöhnlichen Punkt der 
Stufe 2 auch einen parabolischen Punkt im verallgemeinerten Sinne. 


Ist k = 2, so haben die nur aus parabolischen Punkten bestehenden Flächen die 
Eigenschaft, daß durch jeden ihrer Punkte wenigstens eine ganz in der Fläche verlaufende 
Gerade geht®). Man kann sich überhaupt die Aufgabe stellen, die Hyperflächen zu er- 
forschen, die nur aus außergewöhnlichen Punkten einer bestimmten Stufe bestehen. 
Für k = 2 und die Stufe 3 ergeben sich ebenfalls die Flächen, die gerade Linien ent- 
halten®). Es bleibt zu untersuchen, ob sich für beliebige k und / ähnlich einfache geo- 
metrische Aussagen machen lassen, wie fürk = 2 und/!=2,3. 


15. Ordnungsgeometrische Aussagen. Unsere bisherigen Ergebnisse setzen uns 
in den Stand, über gewöhnliche Hyperflächenpunkte ordnungsgeometrische Aussagen 
zu machen. Der Ordnungsbegriff wird sich dabei als äußerst fruchtbar erweisen, denn 
aus ihm wird eine weitgehende Verallgemeinerung der Dupinschen Indikatrix unmittelbar 
hervorgehen, die ohne jede Differenzierbarkeitsvoraussetzung auf geometrischem Wege 
gewonnen werden ‘kann. 

151. Für die Definition der Mindestordnung und der Ordnung eines Hyperflächen- 
punktes, sowie der Grenzcharakteristik der Mindestordnung und der Ordnung m ver- 
zichten wir auf die in 1114, 2. über y = f(P) formulierten Differenzierbarkeitsvoraus- 
setzungen. Wir machen aber über y = f(P) eine neue Voraussetzung. 
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1511. Um zu erreichen, daß wir nur sog. „starke“ Ordnung!) zu betrachten haben, 
wollen wir y = f(P) der folgenden Bedingung unterwerfen: 

Es sei P* ein beliebiger Punkt von ® und r der Radius einer ganz in ® liegenden, 
k-dimensionalen, offenen Kugel mit dem Mittelpunkt ?P*. Dann soll folgendes erfüllt 


sein: Es gibt ein g* mit 0 < o* <; derart, daß für jedes e mit 0 <o < o* jede Gerade 


g, gegeben durch 
y=M’ +a..,u MW” +o,y= MW" +PBmitoad, +... +6=1, 
für die |’ — at] <o,...,|2® —af| <o ist, die Eigenschaft hat, daß die wegen 


u! 


9 im Intervall (— eg, e) mit Sicherheit erklärte Funktion 


vu) HE” + Mt,...,2 + at) — (y + Bi) 
in diesem Intervall höchstens endlich viele verschiedene Nullstellen besitzt. Wir werden 
in 1522 sehen, daß diese Bedingung in jedem gewöhnlichen Punkte erfüllt ist. 


1512. Mindestordnung. Wir sagen von jedem Hyperflächenpunkte, er habe 
die Mindestordnung 1. Ist m. 2, so sagen wir von dem Hyperflächenpunkte (P*, y*), 
er habe die Mindestordnung m, wenn folgendes gilt: 


Zu jedem oe mit O <o<s 5 gibt es eine Gerade g, gegeben durch 


Hn=M +oÜl...,n = M +al,y=y+Pß,mta+. +G=1, 
die folgende Eigenschaften hat: 
1. . J\d-zl<o..I1|P—-ı|l<e. 


2. Die wegen o S - im Intervall (— p, e) mit Sicherheit erklärte Funktion 


u) = Ma) + al. +) — (+ Pi) 
hat in diesem Intervall mindestens m verschiedene Nullstellen. Von einer Geraden g 
die diese Eigenschaft hat, sagen wir: g gehöre zu oe in bezug auf die Mindest- 
ordnung m. 


1513. Ordnung. Hat die Menge der Mindestordnungen eines Hyperflächen- 
punktes ein größtes Element, so nennen wir dieses größte Element die Ordnung des 
Hyperflächenpunktes. Hat diese Menge kein größtes Element, so sagen wir die Ordnung 
des Hyperflächenpunktes sei nicht beschränkt. 


1514. Charakteristik und Charakteristikensystem. Das System aller Geraden 
des (k -}- 1)-dimensionalen Raumes der Punkte (.x,,..., x, y) nennen wir das unserem 
Ordnungsbegriff zugrunde liegende Charakteristikensystem, eine einzelne Gerade 
eine Ordnungscharakteristik. 


1515. Grenzeharakteristik der Mindestordnung m. Unter einer Grenzcharak- 
teristik der Mindestordnung 1 des Punktes (P*, y*) verstehen wir jede durch 
(P*, y*) gehende Gerade: Ist m > 2, so benötigen wir zur Definition den Begriff der 
Grenzgeraden einer Geradenfolge. 


Es sei {g„} eine Geradenfolge und g* gegeben durch 


») 8,v.9, 
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= toi..,m=aHtoit, y=y* + Pr, mit a? +. -- +0 = 
Wir schreiben lim g, = g*, wenn g, dargestellt werden kann durch 


2) = + ah... + ey m + A, mit ++ 
wobei 
lim am = z?,..., lim a = 2%, lim y" = y*, 


no no» 


lim &) = a*, . ‚ lim na,” == 0), lim BP” = B*. 
> 


Es sei {g„} eine Geradenfolge und g* BROE durch 
= 21,.., 9 =. y-y* +. 
Wir schreiben lim g, = g*, wenn g, dargestellt werden kann durch (3) wobei 
lim 2" = 2}, .. ‚lim de = zT, lim B® = oo 

Folgen, in denen Elemente NSG die Ser dem Raum der Punkte P senk- 
recht stehen, brauchen wir hier nicht zu betrachten. 

Nun sei m > 2. Wir nennen eine Gerade g eine Grenzcharakteristik der 
Mindestordnung m des Hyperflächenpunktes (P*, y*), wenn sie Grenzgerade einer 
Geraden folge {g„} ist, mit der Eigenschaft: 


Zu jedem oe mit O<os = gibt es ein N so, daß für n > N die Gerade g, in bezug 


auf die Mindestordnung m zu o gehört. 

Aus dieser Definition folgt ohne Mühe: Ist m > 2, so ist jede Grenzcharakteristik 
der Mindestordnung m ‘zugleich eine Grenzcharakteristik der Mindestordnung m —1. 
Insbesondere geht jede Grenzcharakteristik der Mindestordnung 2 durch den Punkt 
(P*, y*), ist also eine Grenzcharakteristik der Mindestordnung 1. 


1516. Grenzcharakteristik der Ordnung m. Es sei m >41. Unter einer Grenz- 
charakteristik der Ordnung m eines Hyperflächenpunktes verstehen wir jede 
Grenzcharakteristik der Mindestordnung m dieses Punktes, die nicht zugleich Grenz- 
charakteristik der Mindestordnung m + 1 dieses Punktes ist. 


1517. Satz 1. Notwendig und hinreichend für das Vorliegen der Mindestordnung 


m ZA im Punkte ( P*, y*) ist die Existenz einer Grenzcharakteristik der Mindestordnung m 
in diesem Punkte. 


Beweis. Der Satz ist trivial für m = 1. Wir beweisen ihn fürm > 2. Die Bedingung 


ist notwendig: Wir betrachten die Zahlenfolge {o,} mit „=: Aus dem Vorliegen der 


E 
In 
Mindestordnung m folgt, daß es zu jedem n > 1 eine Gerade g, gibt, die in bezug auf m 
zu Qu gehört. g, sei gegeben durch (3), wobei 

IP —z1| <m-: IP —Hl<m 


Daraus folgt: lim m = z#,...,lim {9 = x}. Nun sind zwei Fälle zu unterscheiden. 


Pre 


1. Fall. Die. zur Folge er gehörige Folge {®} ist beschränkt. Dann gibt es eine 
Teilfolge {g,} von {g.}, für die 


. K ; 
lim »{9 = 07, ... ‚lim ag? = «5, lim B9 = Pt; + +0’ = 


gilt. Nun sei 7, eine der beiden in (— o,, 0,) sicher vorhandenen Nullstellen der Funktion 
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al) = ME) + aM, ..., + ap) —(y” + Pr). Dann gilt liimr,—=0 und 
yılr.) = 0 folgt lim y,(z,) = 0. Nun:ist aber andererseits 


lim y,(t,) = (ef, - . ., 27) — lim y9. 
8>@ N) .”>@© 
Daraus folgt lim y‘” = y*. Man hat also: Versteht man unter g* die Gerade 


(4) Hentai. min toiy=y*r+ PH, 
so gilt: lim g, = g*. 

Ist nun o gegeben und 0 <o < zu so kann man 5 so bestimmen, daß o, < o für 
s2S gilt. Dann gehört g, für s = $ in bezug auf m zu o. Damit ist gezeigt, daß g* eine 


Grenzcharakteristik der Mindestordnung m ist. 


2. Fall. Die Folge {#} ist nicht beschränkt. Dann gibt es eine Teilfolge {g,}, 
für die lim "9 — + oo gilt. Daraus folgt: Versteht man unter g* die Gerade 


s>o@ 


* * 
%ı,=%, „eo, =, y=y"’ +, 


r 


so gilt: lim g, = g*. Auch hier gibt es zu jedem o mit O0 <o=s 5 ein 5 so, daß g, für 


s>S in bezug auf m zu o gehört. Also ist g* eine Grenzcharakteristik der -Mindest- 
ordnung m 


Die Bedingung ist hinreichend: Dies folgt unmittelbar aus der Definition der Grenz- 
charakteristik und der Definition der Mindestordnung. 


152. Im folgenden sollen wieder die in 111, 2. formulierten Differenzier- 
barkeitsvoraussetzungen über y,=f(P). als gültig angenommen werden. 
Dann gilt folgender Satz: 


1521. Satz 2. Es seim 2 2. Eine Grenzcharakteristik g* der Mindestordnung m des 
Punktes ( P*, y*) ist eine Tangente an die Hyperfläche in diesem Punkte, deren Berührungs- 
punkt sich in mindestens m verschiedene gemeinsame Punkte auflös:n läßt. 


Beweis. Wir beweisen zunächst: g* ist Tangente im Punkte (P*, y*). Da 
g* = lim g„, wobei g, durch (3) gegeben ist, so folgt: 2” — xf,..., 2{” > x5. Weiter gibt 
es eine Teilfolge {g,} von {g} mit aM > a*,...,c > a}. Für {g,} gilt auch: Zu jedem o 
mit 0 <o <= gibt es ein S, so daß für s>S die in (—o,e) mit Sicherheit erklärte 
Funktion 
vi = Hal? + a... + a — (u) + RM 

in diesem Intervall mindestens zwei Nullstellen 7, und r, besitzt. Daraus folgt aber: 

= Ya) u) = +. ter — (y + B9r)] 

— Mh + an... 7 + er) — ("+ BT), 

1 


p" = [Aa + Mr, ...; ah) + ar — Mat) + Nr, erg ah) + r,)]. 


I 779 
Da man e beliebig klein wählen kann, folgt daraus: 
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lim 9 — ES ER EUR ” pe) = pr. 
02, ' 0% " 


.>n 


Da somit 8% beschränkt ist, folgt wie in 1517, Fall 1: lim y'” = y*. 


ı1>n 


Also ist g* die Tangente (4) mit af” + ----+a5' =1 und 


0) 0 () 
y* . fa}, ...; x); ß* ar = 1 +:.'.+ N) AP*). 


Damit ist der erste Teil der Behauptung bewiesen. 


Daß sich der Berührungspunkt von g* in mindestens m verschiedene gemeinsame 
Punkte auflösen läßt, folgt unmittelbar aus der Definition der Grenzcharakteristik 
und des Begriffes der Auflösung. 


1522. Wir wollen nun speziell gewöhnliche Punkte betrachten und zeigen, daß in 
diesen Punkten die in 1541 formulierte Bedingung stets erfüllt ist. Wir haben diese Be- 
dingung bisher noch nirgends benutzt, weder zu einer Definition noch zu einem Beweise, 
Da wir uns auf die Betrachtung der starken Ordnung beschränken, wollen wir aber nur 
in solchen Punkten die Ordnung als erklärt ansehen, die diese Bedingung erfüllen. Damit 
schließen wir unter anderem den Fall aus, daß der betrachtete Punkt auf einer ganz 
‚ In der Hyperfläche liegenden Strecke liegt. 


In diesem Abschnitt 1522 wollen wir aber auf diese Bedingung verzichten und 
trotzdem unsere Definitionen aufrechterhalten. Wir nehmen an, die Bedingung aus 
1511 gelte in einem gewöhnlichen Punkte nicht. Dann ist k + 2 eine Mindestordnung 
dieses Punktes. Nach Satz 1 gibt es dann eine Grenzcharakteristik der Mindestordnung 
k +2 in diesem Punkte. Nach Satz 2 ist dies eine Tangente, deren Berührungspunkt 
sich in mindesten k + 2 gemeinsame Pnukte auflösen läßt. Nach der notwendigen Be- 
dingung aus 1131 ist sie also eine Tangente vom Mindestberührungsgrad k + 1. Eine 
solche gibt es aber in einem gewöhnlichen Punkte nicht. Damit ist ein Widerspruch 
aufgezeigt. 


4523. Damit haben wir den 


Satz 3. In einem gewöhnlichen Punkte ist die Ordnung erklärt, beschränkt, 
mindestens gleich 2 und höchstens gleich k +1. 


1524. Satz 4. Es si 2<Sm<sk+iM. In einem gewöhnlichen Punkte ist jede 
Grenzcharakteristik der Mindestordnung m eine Tangente vom Mindestberührungsgrad 
m —1 und umgekehrt. 


Beweis. Der erste Teil des Satzes wird bewiesen, wie es für m =: k + 2 in 1522 
geschehen ist. Der zweite Teil folgt aus der Tatsache, daß man in einem gewöhnlichen 
Punkte den Berührungspunkt einer Tangente vom Berührungsgrad m —1 in m ver- 
schiedene, gemeinsame Punkte auflösen kann, und aus den Definitionen der Auflösung 
und der Grenzcharakteristik. 


1525. Um in einem gewöhnlichen Punkte die Gesamtheit der Grenzcharakteri- 
stiken der Mindestordnung m mit 2<m sk +1 durch Rechnung zu bestiminen, hat 
man nach Satz 4 die Gesamtheit der Tangenten vom Mindestberührungsgrad m — I 
zu bestimmen. Diese Aufgabe läuft im wesentlichen auf die Bestimmung der gemein- 
samen, reellen, nichttrivialen Lösungen der ersten m —1 Gleichungen des Systems 





Buckel, Über eine Verallgemeinerung der Dupinschen Indikairiz. 


hinaus. Die Bestimmung der Ordnung läuft auf die Bestimmung des größten Index / 
hinaus, für den die ersten / Gleichungen des Systems © eine gemeinsame, reelle, nicht- 
triviale Lösung haben. Die gesuchte Ordnung ist dann ! +1. 

4526. Auf Grund dieser Feststellungen definieren wir: 

Affin verallgemeinerte Dupinsche Indikatrix. Das Gleichungssystem 6 aus 
1525 nennen wir die affin verallgemeinerte Dupinsche Indikatrix des Hyper- 
flächenpunktes (P*, y*). Den größten Index /, für den die ersten l Gleichungen dieses 
Systems eine gemeinsame, reelle, nichttriviale Lösung haben, nennen wir ihren Lös- 
‘barkeitsindex. Der Punkt (P*, y*) braucht dabei kein gewöhnlicher Punkt zu sein. 

Für gewöhnliche Punkte gilt jedoch nach Satz 1 und Satz 4 der 

Hauptsatz über die affin verallgemeinerte Dupinsche Indikatrix. In einem gewöhn- 
lichen Punkte ist der um A vermehrte Lösbarkeitsindex der affin verallgemeinerten Dupin- 
schen Indikatrix gleich der genauen Ordnung des Punktes: 

Die affin verallgemeinerte Dupinsche Indikatrix geht für 
öftp®) 


02%, . 


BET 6 Bi 
k = 2, Br = 0, 


in den Grenzfall der gewöhnlichen Dupinschen Indikatrix über. 

4531. Unter wesentlicher Benützung des Ordnungsbegriffes kann man auf rein 
geometrischem Wege unter Vermeidung jeglicher Differenzierbarkeitsvoraussetzungen 
zu einer Indikatrix für einen Hyperflächenpunkt kommen, die für gewöhnliche Punkte 
in einem bestimmten Sinne (vgl. 1533) genau der affin verallgemeinerten Dupinschen 
Indikatrix entspricht. Für ihre Definition verzichten wir wieder auf die Differenzier- 
barkeitsvoraussetzungen aus 4111, 2., verlangen aber das Erfülltsein der Bedingung 
aus 1511. 

Ordnungsgeometiische Indikatrix. Es sei m >41. Wir betrachten in einem 
Hyperflächenpunkte die Menge aller Grenzcharakteristiken der Mindestordnung m und 
bezeichnen sie mit M„. Es gilt Mm+ı < Mm. Dabei ist M, nicht leer. Wir schreiben 
die Mengenfolge M,, My, Ma, - - - ; Mm, - . . an, soweit sie aus nichtleeren Mengen besteht, 
und bezeichnen sie mit J. Dann nennen wir 

J= (M,M,.:.) 
die ordnungsgeometrische Indikatrix des betrachteten Hyperflächenpunktes. Ist 
die Mengenfolge J endlich, so nennen wir den Index der letzten Menge die Länge der 
ordnungsgeometrischen Indikatrix, ist sie nicht endlich, so sagen wir die Länge der ord- 
nungsgeometrischen Indikatrix sei nicht beschränkt. 

4532. Wir können den Satz 1 (1547) anwenden, da zu seinem Beweise keinerlei 
Differenzierbarkeitsvoraussetzungen über y = f{P) benutzt wurden, und bekommen 
damit den folgenden Satz: 

Hauptsatz über die ordnungsgeometrische Indikatrix. /st die Ordnung eines Hyper- 
flächenpunktes beschränkt, so ist sie gleich der Länge seiner Indikatrix. Ist sie nicht 
beschränkt, so ist auch die Länge der Indikatrix nicht beschränkt. 

1533. Nach Satz 4 (1524) und der Definition des Mindestberührungsgrades einer 
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Tangente entsprechen für einen gewöhnlichen Punkt die Elemente der Menge M„ um- 
kehrbar eindeutig den gemeinsamen, reellen, nichttrivialen Lösungen der ersten m —{ 
Gleichungen der affin verallgemeinerten Dupinschen Indikatrix. In diesem Sinne ent- 
spricht die ordnungsgeometrische Indikatrix in einem gewöhnlichen Punkt genau der ° 
affin verallgemeinerten Dupinschen Indikatrix. 


$ 2. Die verallgemeinerte ordnungsgeometrische Indikatrix. 


21. Die Überlegungen des $ 1 haben uns zu der Definition einer ordnungsgeome- 
trischen Indikatrix für einen Punkt eines Hyperflächenstückes im n-dimensionalen 
Euklidischen Raum geführt. Dabei wurde über den betrachteten Punkt des Hyper- 
flächenstückes lediglich die in 1511 formulierte Voraussetzung gemacht. Irgendwelche 
Differenzierbarkeitsvoraussetzungen waren dagegen zur Definition dieser ordnungs- 
geometrischen Indikatrix nicht nötig. 


Im folgenden soll gezeigt werden, daß der Begriff dieser ordnungsgeomeirischen 
Indikatrix einer weitgehenden Verallgemeinerung fähig ist. Wir werden dabei den 
r-dimensionalen Euklidischen Raum, das Hyperflächenstück und das System der Ord- 
nungscharakteristiken durch wesentlich allgemeinere Begriffe ersetzen. 


211. Die im $ 4 gewonnene ordnungsgeometrische Indikatrix beruht wesentlich 
auf dem Ordnungsbegriff. Wir werden daher zunächst versuchen, unter möglichst all- 
gemeinen Voraussetzungen einen Ordnungsbegriff aufzustellen. 

2111. Wir machen dabei Gebrauch von folgender Definition: 


Definition des schwächsten Umgebungsraumes. Eine Menge X von irgendwelchen 
beliebigen Elementen, die wir „Punkte“ nennen wollen, soll ein „schwächster Um- 


gebungsraum“ heißen, wenn für jeden Punkt P von A und jede Teilmenge A’ von 
A feststeht, ob A’ als Umgebung von P angesehen werden soll oder nicht }!). 


2112. ‘Verallgemeinerung des E,. Es sei R ein schwächster Umgebungsraum, 
in dem außerdem das folgende Axiom erfüllt sein soll: 


Axiom A 1. Zu jedem Punkt P von R gibt es wenigstens eine Umgebung U, 


Diesen Raum # nehmen wir als Verallgemeinerung des n-dimensionalen Euklidischen 
Raumes und werden sehen, daß wir in diesem sehr allgemeinen Raume einen Ordnungs- 
begriff erklären können, der den Ordnungsbegriff des $ 1 als Spezialfall enthält. 


2113. Verallgemeinerung des Hyperflächenstücks. Als Verallgemeinerung des 
Hyperflächenstücks im n-dimensionalen Euklidischen Raum nehmen wir eine beliebige 
Punktmenge M des Raumes R. 


2114. Verallgemeinerung des (Charakteristikensystems. Ein verallgemeinertes 
System von Ordnungscharakteristiken gewinnen wir in folgender Weise: 

Es sei ® irgendeine Punktmenge im Raume R. Ist 7 eine eindeutige Abbildung 
dieser Menge ® auf die Menge ®’ in RA, so schreiben wir ®’ = 7(8). Wird dabei der 
Punkt P von ® abgebildet auf den Punkt ?’ von ®’, so schreiben wir P’ = T(P). 

Nun betrachten wir ein System $ von solchen eindeutigen Abbildungen der Menge 
®. Den durch die Abbildungen 7 aus $ erzeugten Bildmengen 7(®) der Urbildmenge ® 
wollen wir die Rolle der Ordnungscharakteristiken zuweisen. Die Gesamtheit der Mengen 
T(8) für alle T aus 8 soll also unser Charakteristikensystem sein; die Menge ® wollen 


“) 8. V.1, 8.160. 
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wir seine Basis nennen, $ sein erzeugendes System. Dabei kann es ‘natürlich vor- 
kommen, daß zwei verschiedene Abbildungen ein und dieselbe Ordnungscharakteristik 
liefern, denn bei verschiedenen Abbildungen 7, und 7, können sehr wohl die Mengen 
T,(8) und 7,(®) identisch sein. 


2115. Um nun bezüglich dieses Charakteristikensystems zu einem Ordnungsbegriff 
zu gelangen, fassen wir einen festen Punkt P der Menge M und einen festen Punkt Q der 
Basis ® ins Auge. Wir machen folgende Voraussetzung, die der Bedingung in 1511 
entspricht (vgl. dazu 1511): 

Es gibt im Raume R eine Umgebung U, des Punktes ? so, daß für jedes T aus 8 
mit T(Q)eU, der Durchschnitt der drei Mengen T(8),M, U, aus höchstens endlich 
vielen Punkten besteht. 


2116. Mindestordnung. Es sei U, eine Umgebung des Punktes P im Raume R 
und m eine nicht negative, ganze Zahl. Mit T(m, U,) bezeichnen wir die Menge aller 
Abbildungen T aus 8, welche die folgenden beiden Eigenschaften haben: 

4. T(Q) ist ein Punkt von U,. 

2. M, T(®) und U, haben wenigstens m verschiedene Punkte gemein. 

Nun soll m festgehalten und U, veränderlich gedacht werden. Ist für keine Um- 
gebung U, von P die Menge T(m, U,) leer, so wollen wir m eine Mindestordnung von 
PeM in bezug auf QeB nennen. 


2117: Ordnung. Es ist mit zwei Möglichkeiten zu rechnen: 

a) Die Mindestordnungen von PeM in bezug auf QeB haben einen endlichen 
Höchstwert. Wir nennen dann diesen Höchstwert die Ordnung des Punktes PeM in 
bezug auf den Punkt Qe®, bezeichnen ihn mit r und schreiben: 

r = o(Pa Qg; R)- 
Durch diese Schreibweise ist angedeutet, daß die Ordnung auch von dem Komplex $ 
abhängt. 

b) Die Mindestordnungen von PeM in bezug auf QeB haben keinen Höchstwert. 
Wir sagen dann der Punkt PeM sei in bezug auf den Punkt QeB von nicht beschränkter 
Ordnung. 

Im Falle nicht beschränkter Ordnung sagen wir auch: die Ordnung sei größer als 
jede beschränkte Ordnung, und schreiben &(Py,Qy ; 8) > N, wobei N eine beliebige, 
natürliche Zahl sein kann. 

Die Voraussetzung aus 2115 wurde bei der Definition der Mindestordnung und 
der Ordnung nicht benutzt. Wir wollen jedoch, falls nichts anderes ausdrücklich bemerkt 


ist, diese Begriffe nur dann als erklärt ansehen, wenn die V-oraussetzung aus 2115 
erfüllt ist. 


Es macht keine Mühe sich zu überzeugen, daß der in $ 1 benutzte Ordnungsbegriff 
ein Spezialfall dieses allgemeineren Ordnungsbegriffes ist. Man kommt auf den Spezial- 
fall des $1, wenn man für ® eine beliebige Gerade g des E, setzt, für @ einen beliebigen 
Punkt dieser Geraden g und als erzeugendes System die Gruppe aller Bewegungen von 
gim E, nimmt. 


212. Um neben dem verallgemeinerten Ordnungsbegriff nun auch zu einer ver- 
allgemeinerten, ordnungsgeometrischen Indikatrix zu gelangen, Dune wir einen 
neuen Begriff. 


21211. Definition des schwächsten Häufongsraumes. Eine Miiige A von irgend- 
welchen beliebigen Elementen soll ein „schwächster Häufungsraum“ heißen, wenn zu 
Journal für Mathematik. Bd. 185. Heft 3. 22 
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jedem Element P von X und zu jeder Teilmenge X’ von W feststeht, ob P als Häufungs- 
punkt von W’ angesehen werden soll oder nicht !!). 
21212. Abgeschlossene Hülle. Ist T eine Teilmenge des schwächsten Um- 
gebungsraumes A, so bezeichnen wir die Menge aller Häufungspunkte von T mit: $,. 
Unter der abgeschlossenen Hülle von T versteht man die Menge T + 9,. Wir 
schreiben T + $; = T. Man sagt T ist abgeschlossen, wenn T = T. ; 
214243. Nun sei der Komplex 8 der Abbildungen T ein schwächster Häufungs- 
raum, in dem außerdem das folgende Axiom erfüllt sein soll: 
Axiom B 1. Die leere Menge hat keinen Häufungspunkt. 


21214. Aus Axiom B 1 und der Definition der abgeschlossenen Hülle folgt 


Satz 1. Die abgeschlossene Hülle T einer Teilmenge T von ® ist dann und nur dann 
leer, wenn % leer ist. 

2122. Die ordnungsgeometrische Indikatrix des $ 1 ist ein System von ineinander- 
geschachtelten Mengen von Grenzcharakteristiken. Wir werden daher zunächst den 
Begriff der Grenzcharakteristik zu verallgemeinern trachten. Dazu erklären wir den 
Begriff der Grenzabbildung. 


21221. Grenzabbildung der Mindestordnungen m. Es seien Pe (siehe 2113) und 
Q:B (siehe 2114) zwei im weiteren fest angenommene Punkte. Dabei sei die Voraus- 
setzung 2115 erfüllt. Ebenfalls fest vorgegeben sei die nicht negative, ganze Zahl m. 
Nun betrachten wir für jede Umgebung U, von P die abgeschlossene Hille T(m, U,) 
der Menge T(m,U,) (vgl. 2116). Gehört die Abbildung 7‘, allen diesen abgeschlossenen 
Hüllen an, so nennen wir 7, eine Grenzabbildung der Mindestordnung m für den Punkt 
PeM in bezug auf den Punkt QeB. Die durch diese Abbildung 7, erzeugte Ordnungs- 
charakteristik 7,(B) heiße eine Grenzcharakteristik der Mindestordnung m für den 
Punkt PeM in bezug auf den Punkt QeB. Die Menge aller Grenzabbildungen 7,, be- 


zeichnen 'rir mit M,„. Es ist also M„= A Im, U). 
; P 


21222. Die ordnungsgeometrische Indikatrix. Wir wollen nun unter der ord- 
nungsgeometrischen Indikatrix des Punktes PeM in bezug auf den Punkt QeB die 
Mengenfolge { M,„} verstehen und schreiben: 


J(Pa:08; 8) =. (M,, M,, M,, ...) 


Durch diese Schreibweise ist angedeutet, daß die Indikatrix auch von dem Komplex 8 
abhängt. Die Mengen M, wollen wir die Glieder der Indikatrix nennen. 


2123. Wir wollen den Zusammenhang dieser verallgemeinerten Indikatrix 
IP, Qy; K) mit der Ordnung (Pay, Qy; KR) betrachten. 

Aus der Definition der Mengen M,„, der Definition der Ordnung und aus Axiom B 1 
folgt sofort: Ist m der Index einer nicht leeren Menge M,„, so ist w(Py, 09; 8) 2 m. 
Ist also die Anzahl der nicht leeren Mengen M„ in J(Pa, 0a; 8) nicht beschränkt, so 
ist PeM in bezug auf QeB von nicht beschränkter Ordnung. Ist dagegen diese Anzahl 
beschränkt, so kann man aus der Indikatrix zunächst nur eine untere Schranke für die 
Ordnung entnehmen. 

2124. Man kann jedoch für den Fall, daß die Anzahl der nicht leeren Mengen M,„ 


beschränkt ist, aus der Indikatrix sogar die genaue Ordnung von PeM in bezug auf 
QeB entnehmen; falls man über den Raum ® (vgl. 2112) und über das System & (siehe 
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9414 und 24221) nur noch einige weitere, naheliegende Voraussetzungen sehr allge- 
meiner Natur macht. 

21241. Für den Raum R und damit für den Umgebungsbegriff fordern wir die 
Gültigkeit eines weiteren Axioms: 

Axiom A 2. Zu jedem Punkt P von ®R gibt es wenigstens eine unendliche Folge 
{U„} von nicht notwendig verschiedenen Umgebungen dieses Punktes P mit folgenden 
beiden Eigenschaften: 

4. Für alle.n ist U,,, =U,. 

2. Zu jeder beliebigen Umgebung U, von P gibt es stets wenigstens eine Umgebung 
U, aus der Folge {U,} mit U. = U,. 

21242. Für den Komplex & fordern wir die Gültigkeit zweier weiterer Axıome. 

Axiom B2. Gilt T,<T, für zwei Teilmengen %, und 7, aus $, so gilt auch für 
die abgeschlossenen Hüllen T, <T,. 

Axiom B3. Ist {T,} eine Folge von abgeschlossenen Teilmengen aus 8 mit fol- 
genden beiden Eigenschaften: 

1. Lu ST. 

2. Kein Element T, der Folge ist leer, 
so ist der Durchschnitt der T,, nicht leer, das heißt, es gibt wenigstens eine Abbildung T, 
die allen Elementen T, der Folge angehört. 


21251. Mit Hilfe dieser Axiome beweisen wir den folgenden Satz: 

Satz 2. Die Glieder M,„ der ordnungsgeometrischen Indikatrix bilden eine absteigende 
Folge, das heißt es gilt M „+1 S Mu- 

Beweis. Wir haben zu zeigen, daß jede Grenzcharakteristik der Mindestordnung 
m-+- 1 zugleich eine Grenzcharakteristik der Mindestordnung m ist oder, was dasselbe 
bedeutet, daß jede Grenzabbildung 7,„;, zugleich eine 7, ist, das heißt, daß jede 7.41 


der abgeschlossenen Hülle T(m, U p) der für jede beliebige Umgebung U, des Punktes P 
gebildeten Menge T{m, U,) angehören muß. 

Wir betrachten eine Grenzabbildung 7,;, und eine Umgebung U, von P. Auf 
Grund seiner Definition gehört 7„+, der abgeschlossenen Hülle (m + 1, U,) der Menge 
Um + 1, U,) an. Auf Grund der Definition der Menge T(m + 1, U,) und der Menge 
Ilm, unE (siehe 2116) gilt aber: T(m + 1, U,) = T(m, U). Nach Axiom B2 folgt 
daraus: T(m +1, U,) <T(m, U,). Daraus und aus Tre Um +1, U,) folgt dann 

Ta+ı82(m, U,), w. z.b. w. 


21252. Die Länge der Indikatrix. Aus Satz 2 folgt: Ist ein Glied M,„ der Indi- 
katrix leer, so sind es auch alle folgenden. Wir wollen festsetzen, daß leere Mengen in 
der Indikatrix nicht angeschrieben werden sollen und unterscheiden dann folgende Fälle: 

a) Eine der Mengen M,„ ist leer. Den Index m* der letzten nicht leeren dieser 
Mengen nennen wir die Länge der Indikatrix. 

b) Keine der Mengen M,„ ist leer. Wir sagen dann: die Länge der Indikatrix ist 
nicht beschränkt. 


2126. Nun können wir den für die Indikatrix wesentlichen Satz beweisen: 
Hauptsatz über die ordnungsgeometrische Indikatrix. /st die Länge der Indikatrix 
Pan Qg; 8) beschränkt, so ist sie gleich der Ordnung &(Py,Qy; R); ist sie nicht be- 
schränkt, so ist auch die Ordnung (Pa, Qg; 8) nicht beschränkt. 
22° 
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Beweis. Fall b): Ist die Länge der Indikatrix nicht beschränkt, so folgt die Be. 
hauptung unmittelbar aus 2123. 


Fall a): Ist die Länge der Indikatrix beschränkt und gleich m, so ist die Ordnung 
nach 2123 nicht kleiner als m. Wir haben also nur noch zu zeigen, daß sie auch nicht 
größer als m ist. Wir zeigen dies, indem wir folgendes beweisen: Ist m, eine Mindest. 
ordnung von PeM in bezug auf QeB, so ist M,„, nicht leer. Dazu betrachten wir zu 
dem Punkt P eine unendliche Folge von Umgebungen {U,„} mit den Eigenschaften des 
Axioms A 2, Zu den Elementen dieser Folge bilden wir die Mengen T(m,, U,) = T, und 
erhalten die Mengenfolge {%,}. Aus der Definition der Mengen 7, und aus U,,,<U, 
folgt Iurı <sT,. Nach Axiom B 2 gilt daher auch für die abgeschlossenen Hüllen 
TuS T, 

Da m, eine Mindestordnung ist, ist keine der Mengen T,, leer. Nach Satz 1 ist daher 
auch keine der abgeschlossenen Hüllen 7, leer. Nach Axiom B3 ist daher auch der 
Durchschnitt ® aller T, nicht leer. Nun zeigen wir noch: 


D=M„ 


Dazu haben wir zu zeigen: Ist Uß) eine beliebige Umgebung von P, so gilt DS T(m,,Uß), 
Nach Axiom A.2 gibt es zu Uß) ein Element U,. der Folge {U,},- für das U. = UP gilt, 
Daraus folgt: T(m,, U.) < T(m,. UP). 

Nach Axiom B 2 gilt T(m,, 1.) Ss T(m, U), und damit folgt aus DS Tim, U,) 
dann Ds Ilm, uU%). Da ® nicht leer ist, kann daher auch M,„, nicht leer sein, w. z. b. w. 


Zusatz. Da D2M,,, ist, so folgt D= M„,. Dies gilt auch, wenn m, keine 
Mindestordnung, das heißt wenn M,, leer ist. Wir werden diese Bemerkung später 


benötigen. 


2127. Die im $ 1 definierte ordnungsgeometrische Indikatrix ist ein Spezialfall 
dieser allgemeinen ordnungsgeometrischen Indikatrix. Man braucht nur im System der 
Bewegungen einer Geraden im E, in geeigneter Weise den Begriff des Häufungspunktes 
und damit den Begriff der abgeschlossenen Hülle einzuführen. 


221. Vertauschung von M und ®. Es kann sein, daß die Abbildungen 7 des 
erzeugenden Systems & des Charakteristikensystems als Abbildungen des ganzen Um- 
gebungsraumess R auf eine echte oder unechte Teilmenge von sich selbst, das heißt 
von R, erklärt sind. Die Ordnungscharakteristik 7(®) ist dann eben die Teilmenge des 
Raumes R, auf die die Basis ® bei der Abbildung 7 des ganzen Raumes R abgebildet 
wird. Es kann natürlich auch dabei vorkommen, daß zwei verschiedene Abbildungen 
dieselbe Charakteristik liefern. 


2211. Sind die Abbildungen T von & als Abbildungen des ganzen Umgebungs- 
raumes erklärt, so kann man die Mengen M und ® die Rollen tauschen lassen. Denn jede 
Abbildung 7 bildet jetzt auch die Menge M auf eine Menge 7(M) ab. Man kann daher 
die Gesamtheit aller 7(M) als Ordnungscharakteristikensystem zur Untersuchung von 
® auffassen. 


2212. Es sei wieder P ein fester Punkt von M und @ ein fester Punkt von ®. Ent- 
sprechend 2115 setzen wir voraus (vgl. dazu wieder 1511). : 

Es gibt im Raume R eine Umgebung U, des Punktes Q so, daß für jedes 7 aus # 
mit T(P)eU, der Durchschnitt der drei Mengen 7(M), 8, U, aus höchstens endlich 
vielen Punkten besteht. 
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2213: Unter dieser Voraussetzung erklären wir entsprechend 2115 den Begriff der 
Mindestordnung und der Ordnung von QeB in bezug auf PeM. Ist diese Ordnung be- 
schränkt, so nennen wir sie r’ und schreiben r’ = »(Q,y, Pa; 8); ist sie nicht beschränkt, 
so schreiben wir &(Qy, Py; 8) > N, wobei N wieder eine beliebige, natürliche Zahl sein 
kann. Zwischen der Ordnung von PeM in bezug auf QeB und der Ordnung von QeB in 
bezug auf PeM besteht im allgemeinen keinerlei Beziehung. Man kann leicht Beispiele 
konstruieren, für die die eine der beiden Ordnungen erklärt ist, die andere dagegen nicht. 


2214. Ist der Komplex & von Abbildungen des ganzen Raumes R auf sich selbst 
ein schwächster Häufungsraum, für den das Axiom B 1 gilt, so haben wir neben der Ord- 
‚nung ©(Qy, Pg; X) auch noch die Indikatrix J(Qy, Py; 8) = (M;, M},...) von QeB im 
Bezug auf Pe. Gelten außerdem noch die Axiome A 2 und B2 und B3, so gilt der 
Hauptsatz über die ordnungsgeometrische Indikatrix entsprechend auch für 
J(Qy, Pa; R)- 

222. Kinematische Ordnung und Indikatrix. Ein einfaches Beispiel für die in 211 ff- 
entwickelten Begriffe bekommt man, wie wir sehen werden, wenn man für ® den n-dimen- 
sionalen euklidischen Raum E, und für & die Gruppe der Bewegungstransformationen 
des E, in sich selbst setzt. Man spricht in diesem Falle von kinematischer Ordnung'®) 
bzzüglich einer bestimmten Basis. Die Indikatrix wollen wir daher in diesem Falle 
entsprechend kinematische Indikatrix nennen. 


2221. Die kinematische Ordnung und Indikatrix wollen wir etwas eingehender 
betrachten. Wir wollen daher hier einige Bemerkungen über lineare Abbildungen des E, 
im allgemeinen und orthogonale im besonderen zusammenstellen, da sie für später wichtig 
sind. 

22211. Eine lineare Abbildung mit nicht verschwindender Determinante des E, 
auf sich selbst 


2, = Fayzı + b„|au| +0 (=1,...,n), 


ist umkehrbar eindeutig; wir bezeichnen sie mit (a,,, b,) = T. 

Gleichheit zweier linearer Abbildungen. Es sei 7, = (a), b%), j = 1,2. Wir schrei- 
ben 7, = T,dann und nur dann, wenn 

al) — al) und bi) = HM), „i=h,...,n 
Für die identische Abbildung schreiben wir 
Ay: _ fifürv=i 
E= (6, ,0), da = |0für» +4° 

Werden zwei lineare Abbildungen 7, und 7, in dieser Reihenfolge nacheinander 
ausgeführt, so ist das Ergebnis wieder eine lineare Abbildung ‚7, und wir schreiben 
T,=T,T,. Die zu 7 inverse Abbildung bezeichnen wir mit 7-1. Bildet man zu 
jedem Element 7 einer Menge T das inverse, so bezeichnen wir die Menge der so er- 
haltenen inversen Elemente von T mit T-!. 


22212. Abstand zweier linearer Abbildungen. - Wir führen im Raume der 7 eine 
Metrik ein, indem wir den Abstand zweier Abbildungen 7, und 7, definieren durch 





IT Tal=\ Zn a + Zum m. 


”) 8.V.2; 1. Heft, 8.55; 2. Heft, S. 117. 
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Diese Abstandsdefinition erfüllt die Forderungen, die man üblicherweise an eine 
Metrik zu stellen pflegt. Es gilt nämlich: 
4. Es ist | 7,, 7,| = 0 dann und nur dann, wenn 7, = T,, sonst | 7,, 7,| >, 
2. Es ist | 7, 7,|=| 7,7}. 
3. Es gilt die Dreiecksungleichung: | 7,, 7,|+|7, 7,12 |7,Tj|. 
222213. Betrag einer linearen Abbildung. Den Abstand einer linearen Abbildung 7 
von der identischen Abbildung E nennen wir den Betrag von 7 und schreiben 
IZ,2Z|=|T\ 
Es ist |JE| =. 


22214. Nun beschränken wir uns auf die Betrachtung von Bewegungstransforma- 
tionen, das heißt, wir setzen voraus, es solle für die Koeffizienten a,, einer jeden be 
trachteten linearen Transformation gelten 


n 1 fürv, = vr \ 
re Qa,,d,ı = On, l . 7. 1, a = l,...,n. 


- (0fürv, +», 
Dann gilt für je drei Abbildungen 7,, T, und 7, die Beziehung 
|7,7,1=|T,T,T,T,|. 
Der Beweis läßt sich auf Grund der Definition des Abstands leicht führen. Es genügt, 
wenn 7, orthogonal ist. 


22215. Mit Hilfe dieser Bemerkung gewinnen wir einige für uns wichtige Be 
ziehungen. Es gilt nämlich: 


1. IZI|=|7T|. 
2. 17, nl. 
3. IATISIZI+T. 
Der Beweis, der mit Hilfe der Beziehung aus 22214 leicht zu führen ist, soll hier 
nur für 1. erbracht werden. Es ist 
|mj-]| 714, E]-| 7 TA, TEj=|Z, 7T|=/|7]. 


22216. Gilt für eine Folge {7,} von Bewegungstransformationen und eine feste 
Transformation T die Beziehung lim | 7,, 7 | = 0, so schreiben wir. auch lim 7, =[T. 


n>® n>®2 


Aus lim 7/= T’ und lim 7/’ = 7” folgt stets lim 7/7’’ = T’T”, aus lim 7,=7 


n>®@ no» n»@ 


stets lim 7)! = T”!. Daraus ergibt sich: Zu einer Transformation 7* und einem e >0 
n—® 


gibt es stets ein 9 7*, e) > 0, so daß für | 7|<A7*,e) gilt: | 7’*T7TT*| <e. Ausde 
Metrik ergibt sich der Begriff des Häufungspunktes und damit auch der abgeschlossenen 
Hülle T einer Menge T von Bewegungstransformationen. Es gelten die Axiome BI 
bis B3. Weiter gilt für endlich oder unendlich viele T,: 


(T)-! = T-! (Definition von X-! siehe 22211) und IT, -NI%,. 


22221. Wir betrachten im Raume E, die beiden Punktmengen M und ®. Es 
sei P ein fester Punkt von M und @ ein fester Punkt von ®. Wegen der Eineindeutigkeit 
der Bewegungstransformationen sind die Voraussetzungen aus 2445 und aus 2212 äqui- 
valent. 
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22222. Die Voraussetzungen aus 2115 und 2212 seien erfüllt. Es sei m > 0, ganz. 
Dann wird behauptet: 

M;, = M;' (zur Definition von .M-! siehe 22221). 

Zunächst zeigen wir: M„'< M,,. Dazu betrachten wir eine Folge {U,} von Umge- 
bungen des Punktes P mit den Eigenschaften von Axiom A2. Die nicht negative 
ganze Zahl m halten wir fest und betrachten dazu die Mengenfolge {T(m, U,)} und die 


Folge der abgeschlossenen Hüllen {Z(m, U,)}- Der Durchschnitt aller dieser abgeschlos- 
senen Hüllen heiße ®. Nach einer Bemerkung in 2126, Zusatz, ist D = M,. 


Nun konstruieren wir zu jeder Umgebung U, von P aus der Folge {u.} eine Um- 
gebung U, von Q auf folgende Weise: Für jedes 7 aus 7(m, U,) bilden wir 7-4U,). 
7(0) liegt nach Definition von 7(m, U,) (siehe 2146) in U,, also liegt @ = 7-1(7(Q)) 
in 7-“U,). Man kann nun eine Folge {U} von Umgebungen des Punktes Q so angeben, 
daß die Eigenschaften von Axiom A2 entsprechend erfüllt sind und außerdem 
Tu,)<U, ist für jedes 7 aus T(m, U,). Für die Betrachtung von QeB in bezug auf 
PeM bilden wir, entsprechend den Mengen XT(m, U,), die Mengen %’(m, U/), ihre 


abgeschlossenen Hüllen %’(m, U}) und deren Durchschnitt ®’. Es ist D’ = M},. Aus 
T4U,)<U, für TeT(m, U,) folgt: 


T-4m, U,)< T'(m, U,). 
Daraus folgt: 
T4m, U,)< Tlm, U,), 
(m, US T’(m, U,), 
. TISEP. 
Das ist aber gleichbedeutend mit M'< M/,. Entsprechend beweist man. M,;'< M,„ 
und hat damit die Behauptung. 


22223. Nun bilden wir rein formal J-4Py, 09; 8) = (M5', M7T',...) und 
nennen dies die zu J(Py, Q»; K) inverse Indikatrix. 


22224. Gleichheit zweier kinematischer Indikatrizen. Wir sagen, zwei 
kinematische Indikatrizen J und J’ seien gleich und schreiben J = J’, wenn die Glieder 
von J und J’ vermöge einer festen Transformation 7 einander ein-eindeutig entsprechen, 
das heißt, wenn es eine feste Transformation 7 gibt mit folgenden Eigenschaften: 

Ist M,„ das m-te Glied von J, M/;, das m-te Glied von J’, so gilt: 


1. Ist TeM,, so ist T TyeM,,. 
2. Ist 7,eM,,, so ist 7-1 T,eM„. 
Dann haben wir den folgenden Satz: 
Satz 3. Für die kinematische Indikatrix gilt: 
J/(Qg, Pa; 8) = IP Q8; 8). 
Daraus folgt 
Satz 4. Für die kinematische Ordnung güt: 
o(Qy, Pa; 8) = (Pa 08; R)- 


© Pa, Qy; 8) = w(Qy, Pan; X) nennen wir daher auch die kinematische erze 
ordnung der beiden Punkte PeM und QeB. 
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2231. Die Betrachtung der kinematischen Ordnung und Indikatrix, insbesonder 
die Überlegungen aus 22222 legen eine ordnungsgeometrische Verallgemeinerung de 
Bewegungsbegriffes nahe. Zum Zwecke dieser Verallgemeinerung beachten wir, daß zur 
Definition der Mengen M,„ (siehe 21221) bzw. M/, (siehe 2214) die Voraussetzung au 
2145 bzw. 2212 nicht benutzt wurde. Wir können und wollen daher hier diese Definitionen 
aufrechterhalten, ohne das Erfülltsein einer solchen Voraussetzung zu fordern. 


2232. Ordnungsgeometrische Verallgemeinerung des Bewegungsbegriffes. Es; 
sei R ein schwächster Umgebungsraum, in dem die Axiome A 1 und A2 gelten, Der 
Komplex &* habe folgende Eigenschaften: 


1. &* sei ein Komplex von Abbildungen des ganzen Raumes R auf sich selbst, 

2. 8* sei ein schwächster Häufungsraum, in dem die Axiome B 1 bis B 3 gelten. 

3. 8* sei eine Gruppe. 

Wir sagen, $* sei eine ordnungsgeometrische hass aeg der Bewegung: 
gruppe, wenn außerdem folgendes gilt: 


Sind M und ® zwei Mengen von R mit PeM, QeB, so gilt stets M,, = M7'. 
In diesem Falle nennen wir jedes Element 7 von &* eine ordnungsgeormetiisch verall-- 
gemeinerte Bewegung; die Ordnungen r = w(Py, Qy; 8*) und r’ = w(Qy, Pa; R*) und 
die Indikatrizen J(Py, 03; 8*) und J(Qy, Pa; R*) nennen wir verallgemeinerte kine- 
matische Ordnungen bzw. Indikatrizen. 


Auch für verallgemeinerte kinematische Ordnung und Indikatrix gelten die Sätze3 
und 4 aus 22223, wenn man für verallgemeinerte kinematische Indikatrizen den Begrill 
der Gleichheit entsprechend 22224, jetzt aber mit Benützung einer festen ordnung 
geometrisch verallgemeinerten Bewegung 7* aus Ä*, definiert. 


8 3. Über die Berechnung der kinematischen Indikatrix für ein aus einem Hyperflächen- 
und einem Kurvenpunkt bestehendes gewöhnliches Punktepaar. 


Wir behandeln in diesem Paragraphen zunächst die Auflösung des Berührung: 
punktes einer beliebigen Kurve mit einer Hyperfläche in mehrere gemeinsame Punkte 
durch eine beliebig kleine Bewegung der berührenden Kurve. Diese Untersuchungen 
sind auf dem Begriff.der Bewegungstransformation aufgebaut; auf den Spezialfall ange 
wendet, daß die Kurve eine Gerade ist, stellen sie eine neue Behandlungsweise de 
Stoffes des ersten Paragraphen dar. Die Untersuchungsmethoden sind in weiten Um- 
fange die bereits im ersten Paragraphen angewandten. Wo in diesem Pan- 
graphen von einer Transformation die Rede ist, ist stets eine Bewegungstransformation 
gemeint. 


3141. Hyperflächenstück. Wir erklären das Hyperflächenstück als (n —I} 
dimensionales, topologisches Würfelbild. Im einzelnen setzen wir hier voraus: Es 
sein > 2. Im (n —1)-dimensionalen, Euklidischen Raume der Punkte U = (u,,... ‚U 
liege ein (n — 1)-dimensionaler, offener Würfel W. In diesem Würfel W seien n Funk 
tionen 9, (uU ...,un,)(r=1,.,.,n), erklärt, über die wir folgende Annahmen machen 
wollen: 


4. Die Funktionen 9, seien überall in W stetig. 
2. Ihre partiellen Ableitungen seien bis zur Ordnung ! = (2) einschließlich überal 
in W erklärt und stetig. 
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3. Die Funktionalmatrix (Ge) (=4,...,n;®=1,...,n—1) habe überall 


in W den Rang n —1. 
Statt z,= 9, v»=41,...,n, schreiben wir auch kürzer P=g(U). Aus AU,)P=(U,) 
soll hier stets folgen U, = U,. Im n-dimensionalen, Euklidischen Raume der Punkte 
P=(z,:---,2,) ist dann durch P=g(U) ein Hyperflächenstück F gegeben. 


3142. Kurvenstück. Wir erklären das Kurvenstück als topologisches Streckenbild. 
Im einzelnen setzen wir hier voraus: In einem offenen Intervall J seien n Funktionen 
y‚l!) erklärt, die folgende Eigenschaften haben sollen: 


4. Die Funktionen y, seien überall in J stetig. 


2. Ihre Ableitungen seien bis zur Ordnung != (2 


2) einschließlich überall in J 


erklärt und stetig. 


3. Überall in J sei ++ pj? +0. 
Statt z,= y„ v=4A,...,n, schreiben wir auch kürzer P = yft). Über C setzen wir 
noch voraus, daß aus 
P, = ylt), Ps = ylt,) und P, = P, folgen soll it, = t.. 
Im n-dimensionalen, Euklidischen Raume der Punkte P = (z,,...,2,) ist dann durch. 
P=y(t) ein Kurvenstück C gegeben. - 
3113. Die Funktion ©®,(t). Ein wesentliches Hilfsmittel bei der Betrachtung des 


Durchschnittes von F und T7(C) schaffen wir uns durch die Definition der Funktion ®,(t). 
Wir betrachten einen Punkt Q* = g(U*) unseres Hyperflächenstückes. U* = (uf,...,u?_,) 


liegt in W. O.B.d.A. sei die Determinante d(U*) = er mit , x =A,...,n—i 
”|U*r 
nicht gleich Null. 


31131. Die Zahl ö. Wegen der Stetigkeit der ai gibt es ein ö> 0, für das gilt: 
4. Der Bereich |u, — u | <ö(x=1,...,n —1) liegt ganz in W. 

09, 

du, +0. 
31132. Deı „ereich B,. Wir betrachten die n —1 Gleichungen 


= Yılun:-+;uuı) 


2. In diesem ”>reich ist d(U) = 


71 = Pa-ılün » +; Un-ı)- 
Sind z?},..., 2% die Koordinaten von Q*, so gilt: 
2] ge Yılu), ...; un-1) 
„= Paul +++ un). 
Nach dem Satz über implizite Funktionen gibt es daher ein {> 0, so daß für den 
Bereich B,, gegeben durch |2,—a/| <g (v»=1,...,n —1) im Raume der Punkte 


l&y-:+,201),%” —1 Funktionen u, = 2,(21 - - - 2.1), #=1,...,n —1, erklärt sind, für 


die folgendes gilt: 
4. Die Funktionen x,(x=1,...,n —1) sind eindeutig und stetig in B,. 
Journsl für Mathematik. Bd. 185. Heft 3. A 
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2. Überall in B, gilt: | y(2u 2.1) — lad. -‚as)I<®. 

3. Die partiellen Ableitungen der x, sind überall in B, bis zur Ordnung / einschließ. 
lich erklärt und stetig. 

4. Überall in B, gilt: 2, = 9.» 1) fürv=1,...,n—1. 


31133. Die Zahlen o*, e*. Nun betrachten wir einen Punkt P* — y(t*) unsere 
Kurvenstücks. i* liegt in J. Wegen der Stetigkeit der Funktion y,(t) gibt es ein 0,>0 
so, daß das Intervall |E—1*| <o, ganz in J liegt und daß für |t—1*| <o, gilt: 


| Bl — y,r) | < & . Wir setzen 


o* u, Min(g,, ...; En); 


M = Max(| yıl!*) |... ., | yall*) |), 
e 


P*_ FOSGEETERER TEREBNER 
3n(M +1) 


31134. Die Funktionen y,rz(t). Es sei 7T*=(a},b’) mit T*(P*) = g#, 
Weiter sei 7’ eine Transformation, für die | 7”| <#(7*, e*) gelte (vgl. 22216). Wir setzen 


TT=T= (a,b). 


Dann gilt 
Id, 9j]-17-7% Tel 7r!7 Tel <e®, 


Das Kurvenstück T7(C) ist gegeben durch: 
z,,() = P} a,y() + b, =l,....,n. 
Es ist 25m =£ a’, yı(i*) + b?. Für | —1* | < o* gilt nun: 


| 2,20) — 2,n() |< & 1 auvıl) arme) +16, —b, |: 


Elder + Fe) aa +1, — | 
L d 14 





= M 
it Be 


BEER 
<5t3+3=8. 


3n (M +1) + 3n (M +1) 


Setzt man daher die n —1 Funktionen z,.(t), ... ,2,-1,7(t) in die n —1 Funktionen 
%ÄZı +» +, 2-1) ein, so bekommt man die Funktionen 
Xx,T (t) ha X(&ı,r(t), “o>g 7.-1,r()), “= 1 er. ,Nn— 1. 

Für diese gilt: 

4. Die Funktionen x,, sind in |t—1*| <g* erklärt, stetig und /-mal stetig 
differenzierbar. 

2. Es ist. gl) = lei um): 

3. Für | t— 1? | < e* gilt: | Au, T (t) a. Xu, 1e(t*) | < ö*. 

Nun bilden wir noch die Funktion 


00 = Alan. Zelt) (Far + 8,). 
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Diese Funktion ist in | 1 — t* | < g* erklärt, stetig und !-mal stetig differenzierbar. 
3114. Einige Eigenschaften der Funktion ®,(t). 


31141. Die Nullstelleneigenschaft von ©®,(t). Notwendig und hinreichend dafür, 
daß der Parameterwert tmit |? — t* | < o* einen Punkt des Kurvenstücks T(C) liefert, 
derzugleich auf dem Hyperflächenstück F liegt, ist ®,(t) = 0. Der Beweis folgt unmittel- 
bar aus der Definition von ®,. 

31142. Eine Gleiehmäßigkeitseigenschaft von ®%)(1). Es sei o vorgegeben mit 
0<o <Slund0 <e<e*. Zujedem £> 0 gibt es ein emit 0 <e <A T*,e*). (Definition 
o„* und e* siehe 3113) und folgender Eigenschaft: 

Ist | 7’’| <e, so gilt für T = T’ T* gleichmäßig in |? — i* | <e: 

oe) - AN) | <E. 

Beweis. a) Man sieht zunächst: Gilt diese hier für ®%(t) ausgesprochene Gleich- 
mäßigkeitseigenschaft für zwei von dem Parameter T abhängige Funktionen f„(t) und 
£,() der Variablen i, so gilt sie auch für fz(t) + gr(!) und für fz(t) - gr(t). 

b) Weiter beweisen wir: Ist die Funktion A(z,,...,2,.,) im Bereich B, (siehe 
3113) stetig und haben die n — 1 Funktionen z, „(t), +. . , 2,-,,r(f) (siehe 3113) die Gleich- 
mäßigkeitseigenschaft, so hat auch die-Funktion h,(t) = h(z, z(t), - - - , %.-1,r(£)) die Gleich- 
mäßigkeitseigenschaft. 

Zum Beweise betrachten wir das im Raume der Punkte (z,,...,2,_,) durch 
Hr), - - » Zu-ı,r(t) gegebene Kurvenstück C’, das dem Intervall | —:*| s e entspricht. 
Dann gibt es im Raume der Punkte (z,,..., 2,_,) einen Bereich B’ mit folgenden‘ Eigen- 
schaften: 

1. B’ ist in B, enthalten. 

2. C’ liegt ganz im Innern von B’. 

3. B’ ist abgeschlossen. 

Wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von h(z,,:..,2,.,) in B’ gibt es zu £ ein 
> 0 so, daß für je zwei Punkte (a,...,P ,) und (a9,...,x2 ,) aus B’, für 
die | — a9] <d,(vr=1,...,n —1) gilt, auch 

|ha,...,.D )—Ma9,...,.a .)|<E 
it, Zu ö, gibt es aber dann wegen der Gleichmäßigkeitseigenschaft der Funktionen 
4,rlt) ein e(ö,) > 0 so, daß für | 7’’| <e(ö,) und T= T’ T* gilt: 
U) — zn) <&,;in te -#H|se (eh,...,n—!). 
Daraus folgt aber | hz(t) — hztt) | <E für | —t*| So |, was zu zeigen war. 
c) Die Funktionen z,,(t) = Z a,y(t)=b, (r=1,...,n) haben die Gleich- 


mäßigkeitseigenschaft. Zum Bonsise sei M eine obere Schranke für alle | y,(f) | in 
k & 

— i* un bemggrenein * TE _ 
—1*| So. Wir setzen g, n(M+% und haben für |7’| <#(7*,e,) und ’T*=T 
al —#|se: 

2,0) — zn) | S Elan) — dl + 1b, — BR | 


= Elm) I —anl+ 16,8 | 


4 + 3 
In(M+1) " ZtM+1) 





4 
<3tr7=#. 
23* 


<nM 
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Entsprechend beweist man die Gleichmäßigkeitseigenschaft für die Funktionen 
9), ISosL vel;,...,n 
d) Nun betrachten wir die Funktion ®,(t). Es ist 


Ol) = lzıltı,r du, +» Za-ı,n(2ı,rl)h 3 u, ) — u,rlt) 
.. h(z,,r(t), “ey dn-ı,T ()) — Iu,r(l)- 

Die partiellen Ableitungen von h nach z,,...,2,., sind in B erklärt und stetig bis 
zur Ordnung / einschließlich. ®@%Xt) baut sich durch Addition und Multiplikation aus 
den partiellen Ableitungen von A, in die die Funktionen z,„(t) eingesetzt sind, und den 
Ableitungen der Funktionen z, „(t) auf.. Nach c) und b) gehen diese partiellen Ableitungen 
von h durch Einsetzen der z,,(t) in Funktionen über, die die Gleichmäßigkeitseigen- 
schaft haben. Nach ce) und a) hat dann auch ®&%t) die Gleichmäßigkeitseigenschaft, 
Aus der Gleichmäßigkeitseigenschaft von ®&Xt) folgt: Ist | 7,7*"'|<9(7*,e*) und lim 

Land) 


T,= T*, so gilt lim &&%Xt) = ®%%(t) gleichmäßig in | —ı*| se. 


31143. Die Gestalt von ©Xt*). Esseil <o SI. Dann ist ®%(t*) ein Polynom der 
Koeffizienten a, von 7*, dessen, Koeffizienten rationale Funktionen der partiellen 
Ableitungen der g, bis zur Ordnung o, genommen im Punkte U*, und der Ableitungen 
der y, bis zur Ordnung o, genommen an der Stelle i*, sind. 

Beweis. Wir betrachten die Determinante 


Diu*, t*, T7*) = 


Qu, WET ie 

und bezeichnen die Unterdeterminante, die durch Streichen der n-ten Zeile und der 
x»-ten. Spalte entsteht, mit d,=d,(U). Dann gilt 

du dy ind ‚d, 

_—_ Hi — ne A u . 

dt dt Ze 
Wir führen nun den Beweis durch vollständige Induktion: 

l.o=1. Es ist 


’ 0 nd . 0) n d n * ” ’ 
®,(t*) = Zu. Er +’..+ Bi x "ge e oz ap; 


En no. d pn dy-ı BE *, 
(> 1) 2 x rg + A (— 1)° og 2 Q,,P2 


= Be 


Damit ist für o = 1 die Behauptung bewiesen. 
II. Gilt die Behauptung für o, so folgt sie für « + 1 durch Differentiation und 


durch Berücksichtigung von Ze = (11 dr 


d. 
312. Einige BERGEN, 


9121. Begriff*der Auflösung. Den Begriff der Auflösung definieren wir hiet 
für einen gemeinsamen Punkt eines Hyperflächenstücks und eines Kurvenstücks, wobei 
wir nicht voraussetzen, daß das Kurvenstück in dem betrachteten Punkt das Hyper 
flächenstück berührt, Für die Transformation 7* gelte 7*(P*) =0Q* Dabei si 
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(0* = p(U*) ein Punkt von F und P* = y(i*) ein Punkt von C. Wir sagen, der gemein- 
same Punkt 7*(P*) = Q* lasse sich durch eine beliebig kleine Bewegung 7’ von T*(C) 
in mindestens m verschiedene gemeinsame Punkte auflösen, wenn es zu jedem Zahlen- 
paar (£, 0) mit O<eo<oe* und 0 <e <#(T*,e*) (Def. von # (7*, e*) siehe 31133 
bezw. 22216) eine Transformation 7’ gibt, die Eigenschaften hat: 

1.|7’|<e 

2. Ist 7= T’. T*, so hat ®,(t) in |? — t* | < o mindestens m verschiedene Null- 

stellen. . 

3122. Berührungsgrad. Es sei m 21. Wir sagen, der Berührungsgrad von F 

und 7*(C) im Punkte 7*(P*) = Q* sei mindestens gleich m — 1, wenn 
Or) = 0, 04er) = 0,..., 0 (er) = 0 

gilt. Wir sagen, der Berührungsgrad sei genau gleich m — 1, wenn außerdem ®£(t*) + 0 
gilt. Aus 7*(P*) = Q* folgt, daß der Berührungsgrad mindestens gleich Null ist. 


3123. Auflösungsmatrix. Wir betrachten zu T*—=(a},b) die k= 6) + n 


1fürv = u 
Ofürr Fu 
irgendeiner Reihenfolge mit p,(a};), . - : , ?,(a}). Weiter betrachten wir die m —1 Poly- 
nome von of,‘ 


y n 
Polynome 3 a, ‚a, — Ö,,, wobei 6,, -| sein soll, und bezeichnen sie in 


Pı+1la})) = Orlt*), . .- , Prrm- la) = OEIUR). 
Nun bilden wir die Matrix : 


Opı pı 
On: 
M„_(a}) = ; $ 
OPk+m-1 OPr+m-ı 
N a: 20 ee 
und nennen sie eine (m — 1)-te Auflösungsmatrix von 7*. 

Die sich auf diese Weise für ein und dieselbe Funktion ®,.(t) ergebenden, ver- 
schiedenen (m — 1)-ten Auflösungsmatrizen von 7* unterscheiden sich nur durch die 
Reihenfolge der ersten k Zeilen. Da wir zwei Matrizen, die sich nur auf diese Weise 
voneinander unterscheiden, für unsere Zwecke als äquivalent ansehen können, wollen 
wir im folgenden nur von der (m — 1)-ten Auflösungsmatrix von 7* sprechen. 


3124. Es ist zu beachten, daß der Definition der Funktion ®,(t) und damit den 
in 312 definierten Begriffen eine ganz bestimmte Numerierung der Koordinaten z,,...,2 
zugrunde liegt. Eine der Funktion ®,„(t) entsprechende Funktion und die entsprechenden 
weiteren Begriffe lassen sich für jede Numerierung der z,,...,2, definieren, für die 
09, . Di 
: +0 ist, wobei »,,x«=4,...,n —1. Allen weiteren Überlegungen sei eine ganz 
bestimmte solche Nummerierung zugrunde gelegt. 

313. Es si 1 smsl!+4. Wir sind nun in der Lage, eine notwendige und eine 


hinreichende Bedingung für die Auflösbarkeit des gemeinsamen Punktes 7*(P*) = Q* 
von T*(C) und F in mindestens m verschiedene gemeinsame Punkte aufzustellen. 


3131. Notwendige Bedingung. Notwendig für die Auflösbarkeit des gemeinsamen 
Punktes 7*(P*) = Q* von T*(C) und F in mindestens m verschiedene gemeinsame Punkte 
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ist, daß der Berührungsgrad von ‚7*(C) und F in diesem Punkte mindestens gleich m —{ 
ist. Der Beweis folgt in 32. 

3132. Hinreichende Bedingung. Hinreichend für die Auflösbarkeit des gemein. 
samen Punktes 7*(P*) =0Q* von T*(C) und F in mindestens m verschiedene gemeinsame 
Punkte ist, daß 

1. der Berührungsgrad von T*(C) und F in diesem Punkte mindestens gleich m —{ 

ist, 

2. außerdem der Rang der (m —1)-ten Auflösungsmatrix von 7* gleich ihrer 

Zeilenzahl, also gleich k + m — 1 ist. 

Der Beweis folgt in 33. 

32. Beweis der Richtigkeit der in 3131 aufgestellten notwendigen Bedingung. Zum 

* .% * 

Beweise betrachten wir die beiden Zahlenfolgen {e,} = 3 und {o,} = 1. 
Definitionen von e* und e* sind in 3113 gegeben. Es wird vorausgesetzt, daß sich der 
gemeinsame Punkt 7*( P*) = Q* von 7*(C) und F in mindestens m verschiedene gemein- 
same Punkte auflösen lasse. Dann gibt es zum Zahlenpaar e,, oe, eine Transformation 7}, 
welche folgende Eigenschaften hat: 

1. | 7,|<e 

2.1 7T, = T. T*, so hat ®,,(t) in |E—1*|<o, mindestens m verschiedene 
Nullstellen ı"),. „ion, Nun sei 0O<o<m-—1. Wir beweisen: ol) = 0. Für 
o = 0 folgt our) = () ohne weiteres aus 7*(P*) = Q*. Ist « > 0, so betrachten wir 
die « + 1 verschiedenen Nullstellen ı”,.... eh von ®,(t) und bilden damit den 
Differenzenquotienten der Ordnung e: [i,..., ı! DE Dann gibt es zwischen dem 
kleinsten und dem größten der Werte M,... „ie ein r,, für das ©GXr,) = 0 gilt. Es 
gilt also auch: lim 6£Xr,) = 0. Es gilt aber a: 


lim O2%7,) = ORlır). 


Der Beweis ist auf Grund der Gleichmäßigkeitseigenschaft von ®%Xt) und der 
Stetigkeit von ©%(t) in bekannter Weise zu führen. 
Daraus und aus lim ®&%(r,) = 0 folgt aber: 
n>@© 


ort) = 0. 
Dies gilt also für Oso sm—J1, w.z.b. w. 


331. Beweis der Richtigkeit der in 3132 aufgestellten hinreichenden Bedingung. 
Hierzu benötigen wir den Begriff des berührungsfreien Schnittpunktes von 7(C) und F 
und darüber zwei Hilfssätze. 

3311. Berührungsfreier Schnittpunkt. Es sei |7’|<#( 7*,e*) und 7’-7*=T=(a,,b,) 
Wir sagen, für ti, mit, |% —i* | < o* liege ein berührungsfreier Schnittpunkt von 7(C) 
und F vor, wenn folgendes gilt: 

1. dt) = 0. 
2. Oyh) +0. 
Die Bezeichnung „‚berührungsfreier Schnittpunkt‘ erklärt sich folgendermaßen: Aus 


re ag It P, = Yo), u= y, to) (*«=1,. a) und Q,= p(U,) mit 
= (u, ...,u,), so ist 7(P,) = @,- Entsprechend ist: 
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; DU, T 
ARE TE ee 


Also ist ©7(1) = 0 dann und nur dann, wenn D(U„,t, 7)=0 ist. D(U„,t, 7) =0 
ist aber notwendig und hinreichend dafür, daß der Tangentenvektor an 7(C) für 
P, = ylt) in der Tangentenhyperebene an F in T(P,) = & = Y(U,) liegt. 

3312. Der eine Hilfssatz, den wir über den Begriff des berührungsfreien Schnitt- 
punktes benötigen, besagt, daß ein berührungsfreier Schnittpunkt durch eine hinreichend 
kleine Bewegung des Kurvenstücks T(C) nicht zerstört wird?). 

Hilfssatz 5. Voraussetzung. Es sei |T’’| <AT*,e*) und T= T’ T*. Weiter sei 
a—1*|<o<oe*. Für t, liege ein berührungsfreier Schnittpunkt von T(C) und F vor. 

Behauptung. Zu jedem £ > O gibt es ein e> 0 so, daß für | T’ | <e gilt: T’ T(C) 
und F haben für t, einen berührungsfreien Schnittpunkt und es ist |, —t, | < LE. 

Beweis. Wegen der Stetigkeit von ®,(t) existiert ein {’ > 0 mit 

1.t’st, 

2. |t—4| <L’ liegt ganz in | —ı* | <o, 

Oz(t) 
e 2 

Wegen ©y(t) #0 gibt es in | —1,| <’ eine Stelle t’ mit ®z(t) > 0 und eine- 
Stelle i”’ mit ®,(t"’) <0. Wir setzen c = Min(®;(t’), | ®z(t’’) |). Auf Grund der Gleich- 
mäßigkeitseigenschaft von ®,„(t) (siehe 31142) gibt es ein e, > 0 so, daß für | 7” | <a, 

| Ouzlt) — Oli) | <ein Ei <o 
gilt. Auf Grund der Gleichmäßigkeitseigenschaft von ©®,(t) gibt es ein ,> 0 so, daß 
für | 7’ |< 


3. in || <E ist | 9%) Ol) | < 


' ‚ ®, 
Or) |< | 


gilt. Wir setzen e = Min(e,, &). Dann gilt für | 7’ | <e: 

1. ©. 2(t) hat zwischen ?’ und t”, also in |t — 1, | < £’ eine Nullstelle t,. 
Es ist nämlich 

On zll) Z ©) — | Oz!) — Or zl) | > Ol) —e > 0. 

Entsprechend beweist man ®,.„(!) < 0. Aus der Stetigkeit von ®,.„(t) folgt dann die 
Behauptung. 

2. Es ist ®.„(t) # 0, denn es ist 

| Orr) — Okt) | 


| Dr | nu 0). 





S | Orrlt;) — Ort) | + | Oli) — Drlto) | < 


Also haben 7’”.T(C) und F für t, einen berührungsfreien Schnittpunkt. 

3313. Der zweite Hilfssatz, den wir über den Begriff des berührungsfreien Schnitt- 
punkts brauchen, besagt, daß man einen.gemeinsamen Punkt von 7(l) und F, der kein 
berührungsfreier Schnittpunkt ist, durch eine beliebig kleine Bewegung von 7(C) in einen 
solchen verwandeln kann?). 

Hilfssatz 6. Voraussetzung. Es sei | T’’| <9#T*,e*) und T = T’.T*. Weiter sei 
b—1* | <o <e* und Oz(t) = 0, ©rlt) = 0. 
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Behauptung. Zu jedem e > 0 gibt es ein T’ mit 
1. ‚iS 


2. 9r.zlt) = 0, Ort) +0. 

Beweis. Es gilt folgender Satz: Ist 9 ein System von n linear abhängigen, von 
ein und demselben Punkt ausgehenden Vektoren a,,...,@,.,, 5 des n-dimensionalen, 
Euklidischen Raumes, wobei die n —41 Vektoren a,,...a,., linear unabhängig sein 
sollen, so kann man durch eine beliebig kleine Drehung des Vektors b um den Ausgangs- 
punkt aus ein System von n linear unabhängigen Vektoren machen. Aus diesem Satz, 
der hier als bekannt vorausgesetzt werden soll, folgt die Existenz einer Drehung 7” 
von T(C) um den Punkt 7T(P,) = T(y(t)) = &% = p(U,) mit den Eigenschaften: 

1.17” |<e. 
np = (0 (siehe 3311) bekommt man: 
„DU. 1. T"T) 

dU,) 

Da 7” eine Drehung um T(P,) ist, gilt 7” T(D,) = Q,, also ©. (to) = 0. Damit 
ist Hilfssatz 6 bewiesen. 

3321. Zum Beweise der Richtigkeit der hinreichenden Bedingung aus 3132 be- 
trachten wir den n2-dimensionalen Euklidischen Raum der Punkte A = (a1, : , Ay). 
Für das Gleichungssystem p,(A) =0,..., Pr+m-ı(A) = 0 (vgl. 3123) führen wir die in 
4314 definierten Mengen D}, ®,, D; ein. Wir wollen aber hier den Index anders be- 
zeichnen; wir schreiben nämlich ®}, ,, D,,., Dy,,, wobei -ksusil.. 

Nunseil Sm <s1+ und 7T* = (a},, b*) eine Transformation, für die 7*( P*) =(0* 
gelte und die die hinreichende Bedingung aus 3132 erfülle. Dann gilt für den Punkt 
A* = (a},b}): 

1. A* ist ein Punkt von ®,;„-ı- 

2. Die Matrix M,,„-ı(A*) ist gleich der (m — 4)-ten Auflösungsmatrix M,_,(A*) 
von 7*. Ihr Rang ist daher gleich ihrer Zeilenzahl, also gleich k+ m — 1. 

Wir können daher die Erweiterung von Hilfssatz 1 (vgl. 1314) anwenden und 
bekommen: Es gibt eine offene Umgebung U,. des Punktes A* derart, daß für 
— ksyuslzu jedem Punkt A aus ®,,,, der zugleich ein Punkt von U. ist, in belie- 


biger Nähe von A mindestens ein Punkt A* von ®;,, und mindestens ein Punkt AT 
aus D;,, existieren, die beide ebenfalls zu U,. gehören. 


2. Statt der Beziehung ®,(4) = (— 1)" 





71) = (—1) +0. 


3322. Nun stellen wir folgende Behauptung auf: 


Voraussetzung. Es si O0<u<m-—4A, fener A=(@,) ein Punkt aus dem 
Durchschnitt von ®,,, und U,., der so nahe bei A* liege, daß für die durch A = (@,) 
und die Forderung F(P*) = Q* eindeutig bestimmte Transformation 7 = (a,,, b,) gilt: 


bie * 
2,3718 5 (Definition von e* siehe 3113). Die Menge dieser Punkte heiße ®;;,- 


er Bi 


7 und 0 <e<o* (vgl. 3113), so gibt es zu 7 


eine Transformation 7’ mit folgenden. Eigenschaften: 
1. I7’I<e 


Behauptung. It 0 <e< dr, 
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It T=TT,soist | 7, 7*|S|7,T|+| 7,7 | 
ie: Fa u u ne * %* 
- I TTTIH TR TTTIHSTI<S4HS-e 


Die daher in |? — t* | < g* erklärte Funktion ®,(t) hat entweder in |t — i* | < o, min- 
destens u + 1 verschiedene Nullstellen t,, .. . , 4,41, für die ©y(t,) #0,... , ©ylt,+1) #0. 
ist, oder es ist in einem Teilintervall von |? — t* | < e überal ®,(t) = 0. 

3323. Diese Behauptung enthält die Auflösbarkeit des gemeinsamen Punktes 
T(P*) = Q* in mindestens m verschiedene gemeinsame Punkte, wie man durch Vergleich 
mit 3121 feststellt. Sie geht aber in einem wesentlichen Punkte noch darüber hinaus: 
In 3121 ist nur von gemeinsamen Punkten die Rede. Jetzt treten an deren Stelle be- 
rührungsfreie Schnittpunkte von 7(C) und F oder ein vollständiges Zusammenfallen von 
T(C) und F für ein ganzes Intervall von t. 

333. Wir beweisen die in 3322 aufgestellte Behauptung durch vollständige In- 
duktion. 


Pe: — + 
3331. I. u=0. A sei ein Punkt aus ®,,.. Es sei 0<e<d 75) und 0<o<o*®. 


Wir betrachten zu 7T= (a,,,5,) mit T(P*) =0* die Transformation E. Es ist 
JEj=0<e und ®,;(t*) = 9zlt*) = 0. 

Nun sind zwei Fälle zu unterscheiden: 

4. ®z(t)* #0. In diesem Falle leistet 7’ = E das in der Behauptung Geforderte. 


2. ®5(t*) = 0. In diesem Falle gibt es nach Hilfssatz 6 eine Transformation 7’ 
mit | 7’ | < e so, daß ®&,(t*) = 0 und ©%(t*) #0 für T= T'T gilt. 
Damit ist die Behauptung für u = 0 bewiesen. 


3332. II. Wir nehmen an, die Behauptung sei für « bewiesen. Dabei sei 
0susm—141. Wir beweisen die Behauptung für «+1. 


— — + 
A sei ein Punkt von Darsır- Es sei O<e <a 77) und 0 < o < o*. Weiter sei 


T = (@,,,b,) mit 7(P*)=0*. Da ®,,;,;ı eine Teilmenge von ®,,, ist, so gibt es 
nach Induktionsannahme wenigstens eine Transformation 7’, die die Forderungen u.r 
Behauptung für u erfüllt. Von einer jeden solchen Transformation wollen wir sagen, 


sie gehöre für den Punkt A zum Zahlenpaar (e, e0). Nun sind zwei Fälle zu unterscheiden: 


33321. Fall A. Unter den für den Punkt A zum Zahlenpaar (e, e) gehörenden 
Transformationen gibt es wenigstens eine Transformation 7’ so, daß für 7T= T’T in 
einem Teilintervall von |? — t* | < e gilt: ®,(t) = 0. In diesem Falle erfüllt die Trans- 
formation 7’ die Forderungen der Behauptung auch für u +1. 


33322. Fall B. Unter den für den Punkt A zum Zahlenpaar (e, 0) gehörenden 
Transformationen gibt es keine mit der unter Fall A beschriebenen Eigenschaft. 

Es sei 7’ eine für A zu (e, e) gehörende Transformation und 7’ = T'T. Dann 
hat nach Induktionsannahme die Funktion ®,(t) im Intervall |t — i* | < g mindestens 
#+ 1 Nullstellen t,,.... ‚t,;,, für die z(4) #0, ..., ©y(t,,,) #0 gilt. t sei ein belie- 
biger Punkt des Intervalls |{—i*| <e. Wir bilden den Differenzenquötienten der 
Ordnung u +1: 

Yr(i) ba [4 ...; lu+ı t]®7. 
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Yz(t) ist überall in |? — t* | < o erklärt, an den Stellen t,,... ‚i,,, als Grenzdifferenzen. 
quotient und in |E—1* | < e überall (! — 1)-mal stetig differenzierbar. 


33323. Nun wird behauptet: Unter den Transformationen, die nach Induktiong- 
annahme für den Punkt A zum Zahlenpaar (e, 0) gehören, gibt es wenigstens eine Trans- 


formation 7’ so, daß die Funktion yz(t) wobei T= T’- T, an einer Stelle t’ des Inter. 
valls |E—1* | < o verschwindet. 


33324. Der Beweis für diese Behauptung soll in 33325 nachgeholt werden. Wir 
ziehen hier gleich aus ihr die Folgerungen. Es sei zunächst t’ von einer jeden der Stellen 
ty, ++ „4,4, verschieden. Dann folgt aus Yr(t ) = 0 wegen [t,,..- „4,41]®r = 0 die Be 
sichung [in :.. 10 #]0z = 0. Ist nun ©z(t') + 0, so leistet 7” für #+ 1 das in der 
Behauptung Geforderte. Ist dagegen ®,(t') = 0, so kann nach den Hilfssätzen 5 und6 
eine Transformation 7” so klein gewählt werden, daß | 7”7’| <e und © z(t) #0 
ist, daß ®,..„(t") = 0 bleibt und daß die „ + 1 berührungsfreien Schnittpunkte von 
T(C) und F beim Übergang zu 7”T(C)) nicht zerstört werden, wie auch die zugehörigen 
i-Werte im Inneren von |? —t* | < eg bleiben. 7’’T’ leistet dann das in der Behauptung 
Geforderte. Nun haben wir noch den Fall zu betrachten, daß t' einem der Werte 
ters 9lyyı gleich ist. Es sei o.B.d. A. =1.. 


Aus prl)= [bi ,- 34,41, 90, = 0 schließen wir auf 


[, !]0, = dr) = (u) = 0. 


Das ist aber ein Widerspruch zur Indukiionsannahme, also kann der Fall ı =!t ga 
nicht eintreten. 


33325. Wir haben noch den Beweis für die in 33323 aufgestellte Behauptung 
nachzutragen. Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Dann gibt es unter 'den 
Transformationen 7’, die nach Induktionsannahme für den Punkt A zum Zahlenpaar 


(e, e) gehören, keine, für welche die Funktion y,(t) mit T7=T’T an einer Stelle des Inter- 
valls |E—1*| <o verschwindet. Für jede solche Transformation muß daher y;l) 
überall in |? — t* | < o dasselbe Vorzeichen haben, da y,(t) stetig ist. 


Wir betrachten nun die Folge von Zahlenpaaren {e,, 0, }, wobei e, = = 
sein soll und beweisen: Unter den Transformationen 7’, die nach Induktionsannahme 
für den Punkt A zum Zahlenpaar (e,, 0,) gehören, gibt es wenigstens eine Transformation 
T'*+, für die in |? —* | < oe überall yr+z{t) > 0 gilt. 


und o, -; 


Zum Beweise betrachten wir ein Zahlenpaar (e’, o’) mit O<e’ <3 und 0<o’<g, 


Nach 3321 gibt es in beliebiger Nähe von A einen Punkt A+ = (a};) aus dem Durchschnitt 
von D},,,, und U,.. Wir setzen T* = (a, b#), wobei die b+ so bestimmt sein sollen, 
daß T+(P*) =0Q* gilt. A* kann so nahe bei A gewählt werden, daß. | 7+ 7-!|<# 
% 

und ITH,TI<Z- Da ®},.+ eine Teilmenge von ®,,, ist, so ist A* auch ein Punkt 
aus dem Durchschnitt von ®,,, und U,.. Wir können daher auf den Punkt A* die 
Induktionsannahme anwenden, und die Transformationen betrachten, ‚die nach Ir 
duktionsannahme für den Punkt A* zum Zahlenpaar (e’,g‘) gehören. 7’ sei eim 
solche. Wir bilden die Transformation 7” = T’T+T-!. Dann gilt 
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| 7” |= | 7777| = | 774, TS | THT|+| TI 
<ete<e,. 
Deswegen und wegen po’ < e gehört die Transformation 7” für den Punkt A zum Zahlen- 
paar (£n, On) und damit auch zum Zahlenpaar (e, oe); also hat für 
T'T= TT+TT=TT+ 
die Funktion Y%.7;(f) überall in | — i* | dasselbe Vorzeicehn. Wir können zeigen, daß 
Ip.7,(l) > 0 ist in | — ı1* |<o sobald man e’ und eo’ hinreichend klein wählt. 
Dazu betrachten wir im Intervall |? — t* | < eo’ eine Stelle t’, die von den ebenfalls in 
i—1t*| <oe’ gelegenen, nach Induktionsannahme vorhandenen „+ 1 Nullstellen 


type + 94,4, der Funktion ®,..„,() verschieden ist. Dann gibt es ein r mit |L—t* | < eo’ 
und 


Yr.74(9 = dern). 
Gäbe es nun zu beliebig kleinen e’ und o’ stets eine Transformation 7’ mit Ypr;(1) <O 
in |E—1* | < eo, so könnte man eine Folge von Zahlenpaaren (&, e,} konstruieren und 
dazu eine Folge { T,} von Transformationen angeben derart, daß immer T, für A+* zum 
Zahlenpaar (e,, e,) gehört, wobei gilt: 


1. lim «/ = 0, lim g, = 0. 
ı>@ io 


2. In | —*| <o ist Yypr4(t) <O. 
Man könnte aus dem Intervall |? — t* | < go eine Stelle !’ wählen, die von den höchstens 
abzählbar unendlich vielen Stellen ”,..., {7}, verschieden ist und bekäme: 
pr) = ENT). 


Dabei läge z, in |t—t*| <o,. Aus lim eo, = 0 würde daher folgen: lim r, = 1*. 


.>@ 


Aus lim 7, = 0 folgt aber nach der Schlußbemerkung aus 31142, daß lim &&4!Xt) = ®%+”(t) 
© 
gleichmäßig in |? —t*} <o gilt. Daraus und aus lim x = t* folgt 
lim 025 (7) = SE P(Ue*) = PrrurilAt). 


Aus Y%..7+(t) < 0 würde aber folgen ®%4'/r,) < 0 und daraus 
lim Ort) - OEN* - Pr+u+1(A*) s0.. 


Da A* ein Punkt von ®},,,, ist, so ist ?4,,4,(4*)> 0. Damit ist ein Widerspruch 
aufgezeigt. 

Ganz analog beweist man: Unter den Transformationen 7’, die nach Induktions- 
annahme für den Punkt A- zum Zahlenpaar (e,, 0,) gehören, gibt es wenigstens eine 
Transformation 7’-, für die in |t—1* | <o überall yr-z(t) <O gilt. 

Nun ordnen wir jedem Zahlenpaar (e,, 0,) aus { &,, ,} eine solche Transformation 
Tatzu. Überall in | —t*| <oe ist Yr;r(t) <0. Die nach Induktionsannahme vor- 
handenen # + 1 Nullstellen von ®,,;z(t) seien fi”, ..., un); sie-liegen in | E— 1* | < Q,. 

t sei eine Stelle aus | i — t* | < o, die von den höchstens abzählbar unendlich vielen 
Stellen {”,..., 1), (fürn =1,2,3,...) verschieden ist, und für die t —1* > 0 gilt. 
Dann gilt für hinreichend große n wegen lim o, = 0: 

n>®© 


t—-m> 0... mı> 0. 
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Aus yoszlt) = [” ,...,0),,1)024+.5> 0 folgt dann ®,,z(t)> 0 und daraus 
nach 31142: lim ®,.+z(t) = ®z() >0. Wegen der Stetigkeit von ®z(t) gilt ©!) >0 
no@ 
für alle £> 0, auch für die Stellen (”,...,i®,,. Analog beweist man für t — t* > 0 mit 
Benutzung der Transformationenfolge { r’ Pu 
9) SO in | —t*|<o. 
Daraus folgt: Für 0 <t—ı1* <o gilt ©(t) =0. Das heißt: Die Transformation E 


gehört für den Punkt A zum Zahlenpaar (e, eo) und hat die in 33321 unter Fall A be- 
schriebene Eigenschaft. In 33322 wurde aber vorausgesetzt, daß es eine Transformation 


mit der unter Fall A beschriebenen Eigenschaft unter den für A zu (e, 0) eiRDrenEn 
Transformationen nicht geben soll. Damit ist ein Widerspruch aufgezeigt. 

33326. Damit ist die in 3322 aufgestellte Behauptung vollständig bewiesen. Da 
A* ein Punkt aus dem Durchschnitt.von ®,,,,, und U. ist, ist damit auch die in 3132 
aufgestellte hinreichende Bedingung vollständig bewiesen. 

3411. Gewöhnliches Punktepaar. Wir sagen, das Punktepaar P*, Q* des Punktes 
P* der Kurve C’ und des Punktes Q* der Hyperfläche F sei ein gewöhnliches Punktepaar, 
wenn es keine Transformation T und kein o mit folgenden Eigenschaften gibt: 

1. T(P*) = Q*, 

2. ©) = 0,..., oloır) = 0. 

3. Der Rang der o-ten Auflösungsmatrix von T ist kleiner als die Zeilenzahl. 

3412. Die o-te Auflösungsmatrix einer Transformation T hat n* Spalten und 
(2) +n+oZeilen. Füro> z ist-die Zahl der Zeilen größer als die Zahl der Spalten. 
Daraus folgt: Ist P*, Q* ein gewöhnliches Punktepaar und 7(P*) = Q*, so ist der Be- 
rührungsgrad von T(C) und F im Punkte T(P*) = Q* höchstens gleich () 


Hauptsatz über ein gewöhnliches Punktepaar. /st P*,Q* ein gewöhnliches: Punkte- 
paar, T(P*) = Q* und der Berührungsgrad von T(C) und F gleich m — 1, so läßt sich der 
gemeinsame Punkt T(P*) = Q* von T(C) und F durch eine beliebig kleine Bewegung von 
T(C) in höchstens m verschiedene gemeinsame Punkte auflösen und, bei geeigneten Vor- 
gehen, auch in genau m. Dabei itOsm—is () 


Beweis. Da der Berührungsgrad von 7(C) und Fim Punkte 7(P*) = Q* höchstens 


gleich () sein kann, folgt die Behauptung aus der notwendigen Bedingung aus 313. 


3413. Die Definition des gewöhnlichen Punktepaares ist auf eine ganz bestimmte 
Numerierung der Koordinaten z,,...,2, bezogen, da sie von der Funktion ®, Ge- 
brauch macht (vgl. ‚3124). Die Bezeichnung „gewöhnliches Punktepaar“ ist durch die 
Vermutung nahegelegt, daß es im allgemeinen zu einem Punktepaar P*, Q* bei einer 
bestimmten Numerierung der Koordinaten keine Transformation 7 mit den Eigen- 
schaften 1. bis 3. aus 3411 gibt. Auf eine Nachprüfung dieser Vermutung soll hier nicht 
eingegangen werden. 

3421. Für ein gewöhnliches Punktepaar ist die Voraussetzung aus 2115 erfüllt. 


Wäre sie nämlich nicht erfüllt, so könnte man zu der Folge 0,} mit 0, = 5 eine 
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Folge von Transformationen { 7,} angeben mit folgenden Eigenschaften: 
4. im 7.= T*, wobei T*(P*) = Q*, 


2. ®,,(t) ist in | —* | < g* erklärt und hat in |? — 1* | < 9, mindestens () +2 


verschiedene Nullstellen. 
Daraus würde folgen, daß der gemeinsame Punkt 7*(P*) = Q* von 7*(C) und F 


sich durch eine beliebig kleine Bewegung in mindestens n + 2 verschiedene gemeinsame 


Punkte auflösen läßt. Damit bestünde ein Widerspruch zum Hauptsatz über gewöhn- 
liche Punktepaare. 

Für ein gewöhnliches Punktepaar sind also die Begriffe der Mindestordnung, der 
Ordnung, der Grenzcharakteristik der Mindestordnung m und der kinematischen Indi- 
katrix erklärt. 

3422. Ist 7*(P*) = Q*, so sind folgende beiden Aussagen äquivalent. 

41. T* ist eine Grenztransformation der Mindestordnung m von P*eC in bezug auf 
(*eF. 

II. Der gemeinsame Punkt 7*(P*) = Q* läßt sich durch eine beliebig kleine Be- 
wegung von 7'*(C)) in mindestens m verschiedene gemeinsame Punkte auflösen. 

Der Beweis kann jetzt dem Leser überlassen bleiben. 


3423. Unter dem Gleichungssystem S,_, verstehen wir das System 


Pıla,) =0,... , Pr+m-ı(a,,) Z 0 (vgl. 3123). 
Aus 3422 folg*: Ist P*,Q* ein gewöhnliches Punktepaar, so läuft die Berechnung der 
Grenztransformationen der Mindestordnung m von P*eC in bezug auf Q*eF im wesent- 
lichen auf die Bestimmung der Menge ®,,„_, der reellen Wurzeln des Gleichungssystems 
5, |, hinaus. Damit ist für ein gewöhnliches Punktepaar P*,Q* die Berechnung der 
beiden kinematischen Indikatrizen J(P*,Q*) und J(Q*, P*) auf die Bestimmung der 
rellen Wurzeln der Gleichungssysteme S,,...,S ( zurückgeführt. 
2 


354. Wir betrachten noch kurz den allgemeinen Fall eines k-dimensionalen und 
eines (n — k)-dimensionalen Flächenstücks im E,. Es sin>4, k22, n—kz2. 
Das Flächenstück F, sei gegeben durch 


i = 9,lun ++, U). 
Die Funktionen 9, seien in einem Würfel W, des Raumes der Punkte U = (u,,..., 4,) 
erklärt und stetig. Ihre partiellen Ableitungen seien bis zur Ordnung >21 in W, er- 
klärt und stetig. -Überall in W, gelte: Rang (3*) = k. 
Ux 
Das Flächenstück F, sei gegeben durch 
Kl) | 

Die Funktionen y, seien in einem Würfel W, des Raumes der Punkte V=(v,,...,%,_,) 
erklärt und stetig. Ihre partiellen Ableitungen seien bis zur Ordnung ! 21 in W, erklärt 
und stetig. Überall in W, gelte: Rang .. -n—k _ 

Aus P,= Y(U,), P,= p(U,) und P, = P, folge: U, =U,, aus@, = y(V}),Q,=y(V,) 
undQ, =, folge: V,= V,. Es sei P*eF, und Q*eF,. 

Für P* und Q* gelte die Voraussetzung aus 2115. 
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352. Die Berührungsdimension. Es sei 7 ein Transformation, für die T(P*) = (8 
gelte. Wir betrachten im Punkte 7(P*) = Q* den k-dimensionalen linearen Tangential. 
raum erster Ordnung an die Fläche 7(F,) und den (n — k)-dimensionalen linearen 
Tangentialraum erster Ordnung an die Fläche F,. Der Durchschnitt dieser beiden 
Tangentialräume ist ein linearer Raum von der Dimension d. Es ist 


0<sdsMin(k,n —k). 
Wir nennen d die Berührungsdimension von T7(F,) und F, im Punkte 7(P*) = # 
oder auch die Berührungsdimension von T. 

353. Die d-Ordnung. Wir sagen, die d-Ordnung des Punktes P*eF, in bezug auf 
den Punkt Q*eF, sei gleich m , wenn es eine Grenztransformation der Berührungs. 
dimension d und der Mindestordnung m von P* in bezug auf Q* gibt, aber keine von 
der Berührungsdimension d und der Mindestordnung m + 1. Wir sagen, die d-Ord- 
nung von Q* in bezug auf P* sei nicht beschränkt und schreiben m, = oo, wenn die 
Mindestordnungen der Grenztransformationen der Berührungsdimension d nicht be- 
schränkt sind. Es sei s = Min(k,n —k). Es gilt 

o{ P*,Q*) = Max(m,, Mı, - » - , M,)- 

354. Die große und die kleine kinematische Indikatrix. Unter M,, verstehen 'wir 
die Menge aller Grenztransformationen der Mindestordnung m und der Berührungs- 
dimension d von P* in bezug auf Q*. Dann heiße 


M,o Man » - ) 
M,. M,,. u 
die große kinematische Indikatrix von P* in bezug auf Q*. Entsprechend definieren 
wir J4(Q7,, Pr). Ersetzen wir M,„. durch M,„;, so bekommen wir J7'(P},Q7,). Es gilt: 
Jr, Pz) Er Ji1Pr, 07): 
Unter der’kleinen kinematischen Indikatrix des Punktes P* in bezug auf den 
Punkt Q* verstehen wir die Folge der (s + 1) d-Ordnungen. Es gilt: 
Pr, 0) = (My, My, +++, M,). 
UPz 02) = iQ, P2)- 
355. Die 0-Ordnung ist stets gleich 1. Für d = 1 lassen sich die Untersuchungen 
zur Berechnung der d-Ordnung ganz wie für den Fall k = 1 des Kurven und Hyper- 


flächenpunktes durchführen. Für d > 1 bestehen jedoch neue wesentliche Schwierig. 
keiten. 
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Eingegangen 28. April 1942, 





Ernst-Schröder-Preisaufgabe. 





- 


Die Technische Hochschule Fridericiana in Karlsruhe erläßt zum Gedächtnis des 
durch lange Jahre in ihrem Lehrkörper wirkenden Bahnbrechers der mathematischen 
Logik Ernst Schröder aüs Anlaß der 100. Wiederkehr seines Geburtstages die folgende 
Preisaufgabe: 


Die Untersuchungen Ernst Schröders zum Eliminations- und Auflösung 
problem in der Logik der Relative (Vorlesungen über die Algebra der Logik III 4, 
Leipzig 1895; vgl. J.C.C.. McKinsey, Postulates for the calculus of binary relations 
(J. Symbolic Logic 3 (1940), 85—97) und A. Tarski, On the calculus of relations (Ibid.6 
(1941), 73—89)) sollen mit den heute verfügbaren Hilfsmitteln (vgl. H. Behmann, 
Beiträge zur Algebra der Logik, insbesondere zum Entscheidungsproblem, Math. Ann. % 
(1922), 163—229, und vor allem W. Ackermann, Untersuchungen über das Eliminations- 
problem der mathematischen Logik, Math. Ann. 110 (1934), 390—413, und Zum Eli 
minationsproblem der mathematischen Logik, Math. Ann. 111 (1935), 61—63, sowie 
Hilbert-Ackermann, Grundzüge der theoretischen Logik, 2. Aufl., Berlin 1938, 106f) 
weitergeführt werden. 


Als Preis wird der Betrag von 500 RM für die beste Lösung der Aufgabe ausgesetzt. 
Als Zeitpunkt für die Einlieferung der Lösungen wird mit Rücksicht auf die Kriegs 
verhältnisse vorläufig der 1. Oktober 1944 angesetzt. Dem Preisrichterkollegium gehören 
außer dem Rektor der Technischen Hochschule Karlsruhe als Vorsitzendem, Prof. Dr. 
Ing. R. G. Weigel, und dem Dekan der math.-naturw. Fakultät Prof. Dr. A. Bühl an: 
Studienrat Dr. Wilh. Ackermann (Burgsteinfurt), Prof. Dr. C. Boehm (Karlsruhe), 
der Herausgeber der Frege-Studien Jürgen v. Kempski (Berlin), Prof. Dr. Heint. 
Scholz (Münster i. W.) sowie Prof. Dr. E. Ungerer in Karlsruhe als Geschäftsführer 
Etwaige. Anfragen sind an den Geschäftsführer zu richten. 





Eingegangen 17. November 1942. 





purposes or in the popular press. Quotation of titles and abstracts 


| This material is restricted in use and cannot be quoted by title or abstract for 
- N in publications of purely technical or scientific nature is not prohibited. 


Die der transversalen Mercatorkarte der Kugel 
entsprechende Abbildung des Rotationsellipsoids 


Von Konrad Ludwig in Hannover. 





Stellung der Aufgabe, Methode und Sinn der Lösung. 


In der Landesvermessung wird die winkeltreue Abbildung des Rotationsellipsoids 
in die Ebene angewandt, bei der ein Achsenschnitt in eine Gerade mit konstanter Längen- 
vergrößerung abgebildet wird. Aus isometrischen Parametern des Rotationsellipsoids 
und der Ebene werden komplexe Veränderliche ‚gebildet. Diese müssen infolge der ge- 
forderten Winkeltreue analytische Funktionen voneinander sein. Von der analytischen 
Funktion der komplexen Veränderlichen des Rotationsellipsoids erklärt O. Schreiber): 
„Die Bestimmung der Function...ist häufig mit Schwierigkeiten verknüpft und, 
namentlich für die Ellipsoidfläche, in geschlossener Form oft unmöglich. Man kann in 
solchen Fällen den unbestimmten Ausdruck... nach dem Taylorschen Satze in eine 
Reihe ... entwickeln .. und sodann die durch Anwendung des Taylorschen Satzes ein- 
geführten Differentialquotienten aus den für die Projection vorgeschriebenen Bedin- 
gungen bestimmen.“ Diese Taylorsche Reihe hat den Nachteil, daß man ihren Rest 
nicht abschätzen kann. L. Krüger?) schätzt nur den ersten vernachlässigten Summanden 
ab. Diese Abschätzung reicht nur dann hin, wenn die Reihe alterniert und die absoluten 
Beträge der Summanden abnehmen. In dieser Arbeit wird jene analytische Funktion für 
das Rotationsellipsoid in geschlossener Form durch Parameterdarstellung gegeben, d.h. 
die komplexe Veränderliche der Ebene wird nicht unmittelbar durch die komplexe Ver- 
änderliche des Rotationsellipsoids, sondern beide komplexen Veränderlichen durch analy- 
tische Funktionen einer komplexen Hilfsveränderlichen ausgedrückt. Nach der Zerlegung 
in Real- und Imaginärteil werden also die isometrischen Parameter der Ebene nicht un- 
mittelbar durch die des Rotationsellipsoids und umgekehrt ausgedrückt, sondern diese 
vier isometrischen Parameter werden durch reelle Funktionen zweier reeller Hilfs- 
parameter ausgedrückt. Die Darstellung in geschlossener Form wird dadurch erreicht, 
daß statt der geographischen Breite das elliptische Integral 1. Gattung eingeführt wird; 
dadurch kann das in der Bogenlänge des Achsenschnitts auftretende elliptische Integral 
- 2. Gattung ins Komplexe fortgesetzt werden. Betrachtet man die Amplituden der reellen 
Hilfsparameter als neue Parameter, so werden die elliptischen Funktionen beseitigt; 
dadurch wird die Zahlenrechnung wesentlich vereinfacht. Die Meridian- und Breiten- 
kreisbilder werden in Parameterdarstellung gegeben. Die Bildgrenzen werden bestimmt; 
das Bild ist in der WO-Richtung nur um etwa eıu Viertel länger als in der SN-Richtung, 


!) O. Schreiber, Theorie der Projeetionsmethode der Hannoverschen Landesvermessung, Hannover 1866, 
8.8, 
*) L. Krüger, Formeln zur konformen Abbildung des Erdellipsoids in der Ebene, Berlin, 1919. 
Journal für Mathematik. Bd. 185. Heft 4. 
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während die transversale Mercatorkarte der Kugel nach W und O unbegrenzt ist. Die 
Abbildung des Rotationsellipsoids ist in jedem Punkte winkeltreu im Gegensatz 
zu den Mercatorkarten der Kugel. Die Längenvergrößerung und die Meridian- 
konvergenz hat im Komplexen Herr H. Schmidt, Jena, berechnet. Die weitere Ent. 
wicklung der Formeln zur unmittelbaren Verwendung für geodätische Rechnungen soll 
in einer anschließenden Arbeit gegeben werden. Obgleich.die transversale Mercator- 
karte der Kugel bekannt ist, habe ich ebenso wie L. Krüger?) ihre Formeln vorangestellt, 
um die Formeln des Rotationsellipsoids daraufhin zu prüfen, daß sie die entsprechenden 
der Kugel bei Vernachlässigung der Exzentrizität als Sonderfall enthalten. 


I. Die transversale Mercatorkarte der’ Kugel. 


1. Parameterdarstellung der Kugel mit geographischer Breite und Länge. 

‚Wird der Kugelmittelpunkt als 0-Punkt und die Äquatorebene als (X, Y)-Ebene 
gewählt, die positive X-Achse durch den Meridian mit der geographischen Länge 0 
gelegt und der Kugelradius mit A, die geographische Breite mit B und die geographische 
Länge mit L bezeichnet, so ist die Parameterdarstellung der Kugel 

(1) X=4AcosBcoL, 

(2) Y=AcoBsinL, 

(3) Z=AsinB. 

Hieraus folgen die Richtungscos einer Kurve auf der Kugel durch Differentiation nach 
ihrer Bogenlänge 5 
(4) 4 sin B cos LEE — A os BinL“, 
dY dB 


$ = —ArinBeinL@R + Acc BooLE, 


46) Z=AmBR. 


Die Summe der Quadrate ergibt 
dB\* dL\? 4 [dB\® dL\* 
ER | 7 Yan 2 og? 1a AN SER, u = 

TER (5) lheg 2 (5) “ voor B [our (G5) + (5) | 

2. Einführung isometrischer Parameter. Wird statt der geographischen Breite ein 
neuer Parameter H durch die Mercatorsche Grundformel 

dH 1 

(8) dB coB 

eingeführt, so wird Gleichung (7) 


o mE Hl]. 


d.h. H und Z sind isometrische Parameter auf der Kugel. Gleichung (8) wird integriert 

_4, 4+sinB 

Trägt man die isometrischen Parameter als kartesische Koordinaten auf, so erhält 

man die normale Mercatorkarte der Kugel. Die letzte Gleichung wird dadurch verein- 
facht, daß das Argument des Logarithmus mit seinem Zähler erweitert wird, 


= Vır Tg sin B. 


®) L. Krüger, Konforme Abbildung des Erdellipsoids in der Ebene, Veröffentlichung des Königlich Preußi- 
schen Geodätischen Institutes (N. F.) 52 (1912), 3.6—11. 
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1+ sinB 
cooB ' 

“Wählt man in der Ebene als isometrische Parameter rechtwinklige kartesische 
Koordinaten x und y, so ist die Bedingung für die allgemeinste winkeltreue Abbildung 
dadurch gegeben, daß x + iy eine analytische Funktion von H + iL ist: 

(12) z+iy=HH+il). 

3. Abbildung des Meridians mit der geographischen Länge 0. Bei der Abbildung der 
‚Kugel soll ein Meridian in eine Gerade mit konstanter Längenvergrößerung abgebildet 
werden. Wird seine geographische Länge gleich 0 und seine Bildgerade als x-Achse 
gewählt, so ergibt Gleichung (12) die Abbildung dieses Meridians auf die z-Achse in der 
Darstellung 

(13) x=h(H). 

Der Schnittpunkt der x-Achse mit dem Äquatorbild wird als O-Punkt gewählt. 
Wird die konstante Längenvergrößerung mit m, bezeichnet, so wird der Meridian mit 
der geographischen Länge 0 auf die z-Achse durch die Gleichung 

(14) x = mÄB 
abgebildet. Die Gleichungen (11) und (14) bestimmen in Parameterdarstellung die 
Abbildungsfunktion (13). 

4. Abbildung der gesamten Kugel. Aus der Abbildung (11) und (14) des Meridians 
mit der geographischen Länge 0 erhält man die Abbildung der gesamten Kugel durch 
Fortsetzung ins Komplexe, wobei die geographische Breite zum komplexen Parameter 
u+ iv fortgesetzt wird: 


(15) H+iL=In 


(11) H=In 


41 + sın(u + iv) 
cos(u + iv) 

(16) = + iy = mAlu + iv). 

Die reellen Parameter u und v können als isometrische Parameter einer Hilfsfläche, 
etwa als kartesische Koordinaten einer Hilfsebene betrachtet werden, die winkeltreu 
sowohl auf die Kugel als auch in die Bildebene abgebildet wird. In Gleichung (15) wird 
das Argument des Logarithmus in Real- und Imaginärteil zerlegt: 

41 + sinu&ofv + icosu6Sinv 
cosu&ojv — isin uGin v 
In (Eofv + sin u) ((cosu + iSin v) 
ost Cof?v + sintußin:v 
Im Nenner werden nur die Funktionen beibehalten, die im reellen Faktor ai Zählers 
auftreten: 


(19) H+ilL=in 








(17) H+il=1 


(18) 





(Eofv + sin u) (cosu + iSinv) 
E&of?v — sin?u 

cosu + iSinv 

Eofv —sinu ' 








(20) = 


Der Realteil dieser Gleichung ist 





Veos?u + Sin?» 
| Cofv — sin u 
Der Radikand wird durch die Funktionen ausgedrückt, die im Nenner auftreten: 


Eofv + sinu sin u 
‚&ojv — sinu A 


(21) H =In 





H=%in 
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Das absolute, Argument der Funktion Ar Tg ist s 1; also sind die Werte diöser Funktion 
reell. Der Imaginärteil der Gleichung (20) ist 
Sin v 


(23) L=artg 
Die Gleichung (16) wird in Real- und Imaginärteil zerlegt: 

(24) z = myAu, 

(25) y= mAv. 

5. Längenvergrößerung. Die Bogenlänge der Bildkurve, wird mit s bezeichnet, 
Die Längenvergrößerung m wird im Komplexen berechnet 

(26) m 3% _|Kı+iy| _|He+w||dH + = 

ds ds IH + iL) " 
Aus Gleichung (14) folgt durch Differentiation nach der geographischen Breite 


(27) GemA. 


Hierin wird die geographische Breite mit der Mercatorschen Grundformel (8) 
durch die isometrische Breite ersetzt: 


(28) 2 = m,A cosB. 
Diese Gleichung wird ins Komplexe fortgesetzt: 


(29) ee D= m,A cos(u + iv). 





Aus Gleichung (9) folgt 
0) Dep 





Kr 





Mithin ist die Längenvergrößerung 
Be. ul m, yooe* „+ Eintv 
(31) = soB |cos(u + iv) | cosB 
Längs des Meridians mit der geographischen Länge 0 sind die Hilfsparameter 
u= Bund v»=0. Daher bestätigt Gleichung (31), daß die Längenvergrößerung längs, 
dieses Meridians gleich m, ist. 
6. Meridiankonvergenz. Der Winkel von der x-Achse nach einem Meridianbild, von 


Norden nach Westen positiv gerechnet, wird mit c bezeichnet und Meridiankonvergenz 
genannt. Die Meridiankonvergenz ist gleich dem negativen Polarwinkel des Differential- 


quotienten Fe . Daher ist nach Gleichung (29) 


(32) | ge =tguXge. 
Die Winkeltreue ist nicht gesichert, wo die Längenvergrößerung gleich 0 oder 
ist. Die Längenvergrößerung kann nach Gleichung (31) gleich 0 werden, wenn cosu = 
und v = 0 ist, d. h. nach Gleichung (22) in den Polen. Dort nimmt die Längenvergröße- 


rung zunächst den unbestimmten Wert s an. Aus Gleichung (32) folgt mit Gleichung (23) 





we: tgZL, 


also im Nord- N Südpol c= +2, d.h. die Kugel wird auch in den Polen winkeltreu 
abgebildet. Daher ist dort die Längenvergrößerung von der Richtung unabhängig, also 
gleich m,. Die Längenvergrößerung ist gleich oo, wenn v = oo ist, d.h. nach den Glei- 
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chungen (22) und (23) in den Punkten des Äquators mit den geographischen Längen 
+7: In diesen Punkten wird die Große jedes Winkels bei der Abbildung gleich 0. Die 


Längenvergrößerung kann gleich oo werden, wenn B= +5 ist, d.h. in den Polen. Doch 


sind dort die Winkeltreue und Längenvergrößerung schon festgestellt. 
7. Elimination der Bias 1 rag Aus den Gleichungen (10) und (22) folgt 


(33) 


Diese Gleichung bestätigt die Forderung, daß u fürv= 0 gleich der geographischen 
Breite werden soll. Aus Gleichung (23) folgt 


(34) 


Die Gleichungen (33) und (34) werden nach den Hilfsparametern aufgelöst: 
(35) tgu= tgB 


cosL’ 
(36) Zgv = cos Bein L.. 


Demnach sind Au und Aarc sin &g v Soldnersche Koordinaten, wenn, der Meridian mit 
der geographischen Länge 0 und der Äquator als Koordinatenachsen gewählt werden. 
In Gleichung (35) werden die geographischen Koordinaten mit den Gleichungen (3) und 
(1) durch die Raumkoordinaten ausgedrückt: 


1gu=%. 


Demnach sind die Parameterlinien u = constans die auf dem Meridian mit der 
geographischen Länge 0 senkrecht stehenden größten Kreise. Sie werden nach Gleichung 
(%4) in die Geraden x = constans abgebildet, bleiben also geodätische Linien. Im be- 
sonderen wird der Äquator in die y-Achse abgebildet. InGleichung (36) werden die 
geographischen Koordinaten mit Gleichung (2) durch die Raumkoordinaten ausgedrückt: 


gr= 


Demnach sind die Parameterlinien v = constans die dem Meridian mit der geographischen 
Länge 0 parallelen Kreise. Sie werden nach'Gleichung (25) in die Geraden y = constans 
abgebildet, werden also geodätische Linien. Demmach’wird das Netz der auf den Meridian 
mit der geographischen Länge 0 bezogenen geodätischen Parallelkoordinaten in das Netz 
der kartesischen Koordinaten abgebildet. Hier werden die Parameterlinien z = constans 
und y = constans auf der Kugel mit der analytischen Geometrie des Raumes bestimmt; 
Krüger*) bestimmt sie mit der Trigonometrie der Kugel. 

In den Gleichungen (35) und (36) werden die Hilfsparameter nach den Gleichungen 
(24) und (25) durch die Koordinaten in der Ebene ausgedrückt” 

xz _tgB 

(37) EA tr 

(38) 2,7 = vos bein. 


Aus der letzten Gleichung folgt, daß auch der Meridian mit der geographischen Länge r 
auf die z-Achse abgebildet wird. 


*) A.a.0. ®), 8.11. 
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Will man umgekehrt die Ebene auf die Kugel abbilden, so müssen die letzten beiden 
Gleichungen nach den geographischen Koordinaten aufgelöst werden: 
z 


sin — 
(39) EIERN 


(40) 


Diese Gleichungen bedeuten die Breitenkreis- und die Meridianbilder. 
In Gleichung (31) werden die Hilfsparameter durch die geographischen Koor- 
dinaten nach den Gleichungen (35) und (36) ausgedrückt: 
My cos? L coBsintL Mg 
en - ea + 1 — cos? Bsin?L ya — cos’Bsin®L 
Daher wird auch der Meridian mit der geographischen Länge » mit der Längenvergröße- 
rung m, abgebildet. In der letzten Gleichung werden die geographischen Koordinaten 
durch die Koordinaten in der Ebene nach den Gleichungen (39): und (40) ausgedrückt: 








m = m,&of nn . 
Deinnach ist die Längenvergrößerung längs der Parallelkreise des Meridians mit der 
geographischen Länge 0 konstant. Ebenso ergibt Gleichung (32) 
tgc= sin B tgZL 
8. Zusammenstellung der Formeln für die transversale Mercatorkarte der Kugel. Mit 


den isometrischen Parametern H = Xr%g sin B und L ist: 
A 


Parameterdarstellung der Abbildung 








Meridiankonvergenz 


Abbildung der Kugel in die Ebene 
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m ie = m, of u Längenvergrößerung 


Vi —cotBeniL 


tgc=sinBtgl= A Tg en Meridiankonvergenz. 








II. Die der transversalen Mercatorkarte 
der Kugel entsprechende Abbildung des Rotationsellipsoids 
1. Parameterdarstellung des Rotationsellipsoids mit geographischen Koordinaten. Führt 
man den Abstand AR von der Z-Achse ein und bezeichnet die halbe große Hauptachse 
mit a und die halbe kleine Hauptachse mit b, so ist die Gleichung eines Meridians 


folgt aus der Meridiangleichung 
Kr ei Z= 
Va! + bttgiB’ Vatctg* B + bi 
Daher ist die Parameterdarstellung des Rotationsellipsoids entsprechend den Glei- 
chungen (1), (2) und (3) 

















L, 








Y= sin 
Va! + bttg?B 
" PRRABEHR.. 
Vatctg’ B+ br 
Hieraus folgen die Richtungscos einer Kurve auf dem Rotationsellipsoid durch Differen- 
tiation nach ihrer Bogenlänge entsprechend den Gleichungen (4), (5) und (6) 
et in hd PER 1. AO 4 ia 
35 Va? cos? B.+ b*sin? B° d$S Yar+biigB „dS’ 
dY atb? sin B dB a! 
= inL-= ——— (08 
45 Va®cos® B + b*sin® B* ua Nil Va? + big! B 
dz _ a®b?cos B dB 
dS Yatcos®B + bisin? B’dS 
Die Summe der Quadrate ergibt entsprechend Gleichung (7) 
ve atb* [2 ER (5) 
 (a®cos® B + b* sin? B)® \dS at + bttg! B\dS | 
.r at cos? B | b* (2) ’ (&) ] 
 a®tcos® B + b*sin? B lcos? B(a*cos? B + b* sin® B)*\dS as) |’ 
2. Einführung isometrischer Parameter. Wird statt der geographischen Breite ein 
neuer Parameter H durch die der Formel (8) entsprechende Mercatorsche Grundformel 
(42) sr 2 z 
dB cos B(a*cos®B + b* sin® B) 
eingeführt, so wird Gleichung (41) entsprechend Gleichung (9)- 


























dL 
La» 











(41) 1 
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(43) er a® ein B (5) * (5) 


d.h. H und L sind isometrische Parameter auf dem Rotationsellipsoid. Gleichung (42) 
wird entsprechend Gleichung (10) integriert, wobei die numerische Exzentrizität mit e 
bezeichnet wird: 
Hd= 4 mi tenE Sun tem = Yr Tgsin B— eArTge sin B. 

Trägt man die Parameter Z und H als kartesische Koordinaten auf, so erhält man die 
Mercatorkarte des Rotationsellipsoids. Die letzte Gleichung wird entsprechend Glei- 
‚chung (11) dadurch vereinfacht, daß die Argumente der Logarithmen mit dem jeweiligen 
Zähler erweitert werden, 

(44) Buhl, m Ahien 

yi — sin? B yi —e: sin? B 

8. Abbildung des Meridians mit der geographischen Länge 0. Der Meridian mit der 
geographischen Länge 0 wird mit der konstanten Längenvergrößerung m, auf die z-Achs 
durch die aus der Differentialgleichung (41) für Z = constans folgende der Gleichung (14) 
entsprechende Funktion 











B 
(45) 2 = ma(l — et) f rar, 


abgebildet. Dieses elliptische Integral wird auf die Legendresche Normalform reduziert 
(46) 2 ma|EiB,o — Bent B 


Vi —e!sin®B |’ 





worin 
B 
E(B, = [vi — e? sin?p dp 


das elliptische Integral 2. Gattung mit der Amplitude B und dem Modul e ist. 
Die in den Gleichungen (44) und (46) auftretenden Quadratwurzeln werden uni- 
formisiert, wenn statt der geographischen Breite das elliptische Integral 4. Gattung in 
der Legendreschen Normalform mit der Amplitude B und dem Modul e 
K 





dp 
FXB,)= 
ad er 7 
0 
eingeführt wird. Diese Funktion wrd umgekehrt: 
(47) B= am(F, e), 
sinB=snF, Vi —sin®B= enF, Yl —e!sinB=dnF. 
Hiermit wird die Abbildung des Meridians mit der geographischen Länge 0 auf die 
x-Achse 
1+snF 


4-+esnF 
(48) H=In enF he 
snF en 
| dar) 
4. Abbildung des gesamten Rotationsellipsoids. Aus der Abbildung (48) und (49) 
des Meridians mit der geographischen Länge 0 erhält man entsprechend den Gleichungen 
(15) und (16) die Abbildung des gesamten Rotationsellipsoids durch Fortsetzung ins 


(49) z = ma [Elamr, e) — e? 
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Komplexe, wobei das elliptische Integral 1. Gattung zum ':omplexen Parameter u + iv 
fortgesetzt wird: 
5 A+snlu+ iv 1+esn(u+ iv 
(50) H+il=h a I_ sie et I 
‚„sn(u + iv)en(u + =] 
dn(u + iv) 
Neben den Funktionen sn u, en u und dn u mit dem Modul e werden die Funktionen 


sn'v,.cn'v und dn’v mit dem komplementären Modul e = 1 —e?® eingeführt. In Glei- 
chung (50) werden entsprechend Gleichung (17) die Jacobischen Funktionen nach den’ 


Formeln ®) 


(52) sn(u + iv) = 











(51) s+ty= ma | Elamu +iv,e) —e 


snudn’v + icnudnusn’ven’v 
1 — dn?usn’?v 4 

ab+e- enu en’v — isnudnusn’vdn’v 
1— dn?usn’®%v = 








z dnucn’vdn’v — ietsnucnusn’v 
in +) = 4 — dn?u sn’ ®v 


in Real- und Imaginärteil zerlegt: 


4 — dn2usn’?®v + snudn’v + icnudnusn’ven’v 
enucen’v —isnudnusn’vdn’v 
en 41 — dntusn’®v +esnud, + iecnudnusn’ven’ v 
dnucn’vdn’v — ie?sn uen usn’v 





H+iL= 








Nach dem Erweitern jedes Bruches mit dem konjugierten Wert des Nenners entspre- 
chend Gleichung (18) kann jeder Bruch durch 1 — dn?u sn’?v gekürzt werden: 
ı<n g a v) er en’v + ann v) 
u +5 sn’®w + zu An’u — —; dn?nsn’®v 
„ (an’v + esnu) (dnucn’v + iecnusn „) 
dn?u — e'? sn’?v 
In den Nennern der Argumente der Logarithmen werden entsprechend Gleichung (19) 
nur die Funktionen beibehalten, die im reellen Faktor des jeweiligen Zählers auftreten: 
„4 + snudn’v) (cnucn’v + idnusn’v) 
1 — sn®udn'?v 
R n (nv + esnu) (dnucen’v + iecnusn nv) 
dn’?v — e?sn*u 











H+iL= 





Hieraus folgt entsprechend Gleichung (20) 








enucn’v + idnusn’v BG dnucn’v + iecnusn’v 
4 — snudn’v dn’v —esnu 3 
Der Realteil dieser Gleichung ist entsprechend Gleichung (21) 
u Ven®ucn’®v + dn?usn’®v Yan®uen’®v + e:cn2usn’ v 
— eln 
41 — snudn’v dn’v —esnu 


Die Radikanden werden entsprechend Gleichung (22) durch die Funktionen ausgedrückt, 
die im jeweiligen Nenner auftreten: \ 


(3) H+il=| 








H= 








5) W.J. Läska, Sammlung von Formeln der reinen und angewandten ARTEN: Braunschweig, 1888 bis 
1894, 5.361, $ 128. 
Journal für Mathematik. Bd. 185. Heft 4. 26 
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4, 1+ snudn’v dn’v +.esnu ni esnu 
ala 2 In 1—snudnv 2 dnv—esnu un UrTgenadne — elräg Zr, dn’v 


Der Imaginärteil der Gleichung (53) ist entsprechend Gleichung (23) 


L= arctg 
Im Additionstheorem 
E(amw, + w,, e) = E(amw,, e) + E(amw,, e) — e?snw,snw,sn(w, + %,) | 
wird der erste Summand des elliptischen Integrals 1. Gattung reell und der zweite rei 
imaginär gewählt: 


E(amu + iv, e) = E(amu, e) + E(amiv, e) — e!snusnivsn(u + iv); 









s+i 





dnusn’v _ RER inne enusn'v 
enuenv dnuen’v ' 










hierin werden das elliptische Integral 2. Gattung als Funktion des rein imagini 
elliptischen Integrals 1. Gattung und die Funktion sn mit rein imaginärem Argume 
nach Gleichung (52) in Real- und Imaginärteil zerlegt: 
E(amiv, e) = —iE(amp; e') + iv + itn’vdn’v®), sniv = itn’v; 

mit diesen beiden Formeln wird das elliptische Integral 2. Gattung als Funktion i 
komplexen elliptischen Integrals 1. Gattung: 

E(amu + iv, e) = E(amu, e) — iE(amv, e’) + iv + itn’van’v — ietsnutn’vsn(u + in), 
Diese Zerlegung wurde dadurch ermöglicht, daß das elliptische Intergral 2. Gattung nie 


als Funktion der Amplitude, sondern als Funktion des elliptischen Integrals 1. Gattu 
dargestellt worden ist. Mit der letzten Formel wird Gleichung (51) 


(54) s+y= my {Elamu, e) —iE(amp, e') + iv + itn’vdn’v 

















en(u + io) 
dn(u + ij) 





— eisn(u + iv) [ionum'o E= 


Hierin wird dn(u + iv) ebenso wie in Gleichung (50) behandelt: 
en(u + iv) _ enuen’v — isnudnysn’vdn’v 



































_-zn 
(65) dn(u + iv) — Änuen’vdn’v — ietsnucnusn’v ou 
_a — dn®usn’?v) (cnudnudn’v — ie'’snusn’ven’v) 
(1 — dn*usn’*!v)(dn*u — e'*sn’*v) ad? 
_ enudnudn’v — ie*snusn’ven’v 
dn!u — e'!sn'®%v H a 
Hiermit wird = ER 
, ., en(u + iv) _ enudnudn’v + ie?snucntutn’v 
un t )— dntn —e tn u ur 
und damit “ 
(1 — dntusn’%) (snucnudnu + icntutn’vdn’v) Fi 





u, 2 en(u+ ww] _ 
he, [ionum vr alarm)” AU — datusm tan — ein) 


_ $nucnudnu +ien®uin’van’v 
dn®!u — e’*sn’%v 
Dieser Wert wird in De (54) eingesetzt: 













*) InG.J. Hot, Roc de formale &d ab nundigu, 3 Auflage, Paris, 1901, muß auf 8. X 
in Formel (76) statt M* # stehen in’u dn’w. 





dnu 
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s+iy= ma{E (am u, e) — iE(amv,e') + iv+ itn’vdn’v 
Ku snucnudnu + ad 
dn®?u — e'?sn’*v \ 
Diese Gleichung wird entsprechend den Gleichungen (24) und (25) in Real- und Iınaginär- 
teil zerlegt: 


(56) z = ma (mtems, e)— er 








snucnudnu } 
dn?u — e’?sn’?v 





% I% ’ Indn'n __ za Emtutn’vdn’v 
(57) y ma | E(amv, e) + v + in'vdn'v—e Inin — on in 


= 1... Inu — e'!sn’%w — en 
= ma | E(amv,e') + v + tn’vdn’v dn?u — e'?sn’?v 
“ Ex ; ‚„. sn’ven’vdn’v ; 

ma E(amv,e)+v+e dn!u — e’!sn’%y 








statt des letzten Nenners könnte auch dn’?v — e?sn®u geschrieben werden. 

Da nach Gleichung (56) nicht wie nach Gleichung (24) x eine Funktion von u allein 
und nach Gleichung (57) nicht wie nach Gleichung (25) y eine Funktion von v allein ist, 
werden die Parameterlinien u = constans und v = constans auf dem Rotationsellipsoid 
nicht wie bei der Kugel in die Geraden x = constans und y = constans abgebildet. In 
der Bildebene haben die Parameterlinien u = constans die Steigung %Y, ig und die 


Ov 
Parameterlinien v = constans die Steigung > : 2 Aus den Gleichungen (56) und (57) 
u ou 


folgen mit den Formeln 
vun _ = cnudnu, a = — snudnu, dans = — eAsnucan, 4E(amu, e) —= dn:u 
du du du 


du 
die Differentialquotienten 


mya {dn?n — e?[(dn?u — e’*sn’?v) (cnudn?u — sn®udn*u 
— e!sn®u cn®?u) + 2e?sn*u cn?u dn®u]:(dn?u — e’?sn’*v)?} 


 (dntu = a EEE NEE 
— e:cn?udn?u + e?sntudn?u + e*sn?u cn?u) — 2e'sn?u cn*udn?u], 
—_ Imanerg'r MU enudnusn'ven'vdn'v 
|. (dn?u — e’?sn’?v)? 





=> 
S 





II 


Ymuaetgr, SMWuen udnusn'ven’vÄn’v 
’ (dn?u — e'!sn'w)? 





ee ee 


= ma{ — dn’?v +1 + e'*[(dn?u — e'?sn’?v)(cn’?vdn’?v — sn’"vdn’*v 
— e'!sn’?ven’?v) + 2e’?sn’?ven’tvdn’?v]:(dntu — e'?sn’?v)*} 
(dn? u = e?sn“®v) {dn?u sn’ — e’?sn’?v 


+ en’?vdn’?v — sn’?vdn’?v) + 2e’?sn’?ven’?vdn’?v]. 


m,.ae'? [ 
— (dn: u—e ten” v)? 





Da in der eckigen Klammer des Differentialquotienten er der Parameter u in den Funk- 
u 


ionen sn2u, en®u und dn®u auftritt und die Funktionen sn®w und en’ mit dem Faktor e? 


uftreten, werden diese durch dn®u ausgedrückt: 
26* 
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. 2 

= = Pen [dntuen’*o + e*an’uan"'v 

— 2(1 + e’*)dn!usn’®v + dn®u + e'!sn’%g], 
Da in diesem Differentialquotienten der Parameter v nur in der Funktion sn’*?v auftritt, 
werden auch in dem Differentialquotienten = die Funktionen cn’?v und dn’?v durch die 
Funktion sn’®v ausgedrückt: 
dy Mode’ * OR , . 
zu — (di — ni [dn*usn’?v + e’*!dn!usn’*v 

— 41 + e’*)dn!usn’?®v + dn!u + e'!sn’%), 
Demnach haben die Parameterlinien u = constans die Steigung 


dn*tusn’!v + e'!dntusn'tw — M1 + e’*)dn?usn’?v + dn!u + e’*sn’*v 
— 2etsnucnudnusn’ven’vdn’v 








und die Parameterlinien v = constans die Steigung 


2e!sn ucnudnusn’ven’vdn’v 
dn*usn’?v + e'!dntusn’tv —2(1 + e’?)dn?usn’?v + dn!u + e’'sn’®w 
Jede dieser Steigungen ist wegen der Orthogonalität der Parameterlinien der negative 
reziproke Wert der anderen. Da diese Steigungen längs der betreffenden Parameterlinien 
veränderlich sind, werden die Parameterlinien nicht wie bei der Kugel in Geraden, also 
nicht in geodätische Linien abgebildet. 


b. Längenvergrößerung. Aus Gleichung (45) folgt durch Differentiation nach der 

geographischen Breite entsprechend Gleichung (27) 

dt Si meae'? 

dB Yi-ersinıB®’' 
Hierin wird die geographische Breite mit der Mercatorschen Grundformel (42) durch die 
isometrische Breite ersetzt entsprechend Gleichung (28) 

dı v2 m,a c08sB 

dH yi—esinB 
Hierin wird ebenso wie in den Abbildungsgleichungen (48) und (49) des Meridians mit 
der geographischen Länge 0 statt der geographischen Breite das elliptische Integral # 
1. Gattung eingeführt: 








de enF 

7 7 u 77 
Diese Gleichung wird ins Komplexe fortgesetzt entsprechend Gleichung (29): 
Hz + iy) _ „„enla + io) 
Ka + I) "dat 
Aus Gleichung (43) folgt entsprechend Gleichung (30) 

A+il 1 
| FRE 
Mithin ist die Längenvergrößerung entsprechend Gleichung (31) 
Le 7 

Hieraus wird mit Gleichung (55) 


(58) 
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BE »——s Ven*udntudn'!v + e'!sntusn’!ven’!v 
m—=myi+ ed dn!u — e'!sn’®v 
Da im letzten Radikanden der Faktor e’* auftritt, werden die Funktionen sn’*v und 
en’®v durch dn’*v ausgedrückt und ebenso der Nenner umgeformt: 
n= m, yi + e'ttg!B 
V— e!sn!u + entudn®udn’®v + sn!udn’?v + etsntudn’tv — sntudn" tv 
dn’?v — etsn*u 
Da im Nenner das Argument.u nur in der Funktion sn®« auftritt, werden im letzten 
Radikanden die Funktionen cn*u und dn®u durch sn*u ausgedrückt: 
; 41 — sn®udn’%v 

(59) m = m Vi + e'*tg!B Ir Da 
Längs des Meridians mit der geographischen Länge 0 sind die Hilfsparameter u = F 
und v = 0; daher bestätigt aa (59), daß die Längenvergrößerung längs dieses 
Meridians gleich m, ist. 

6. Meridiankonvergenz. Aus Gleichung (58) folgt mit Gleichung (55) entsprechend 
Gleichung (32) 

















snu sn'ven’'v 
cnu dnu dn’v' 

7. Zusammenstellung der Formeln für die der transversalen Mercatorkarte der Kugel 
enisprechende Abbildung des Rotationsellipsoids. Mit den isometrischen Pr :. ‘ern 
H= XıT%gsin B— eNıXgesin B und Z ist: 


esnu 1 


H= Nr Tgsnudn’v — eAıTg ——— av’ 


tge=e'? 


dnusn’v Ss ecnusn’v 

enuen'v dnucen’v ' Parameterdarstellung 
snucnudnu der Abbild 

er ma {Elamu, e- _ ah en 


° ‚„ sn’ven’ vÄAn'v 
al a En 


551/11 —sn®tudn’®v 
= "dtpg3 d 
” m Vi A än’:v —e!snu 


L=arctg 











Längenvergröberung 





ge=e: snusn’'ven’v 
en udn udn’v 


Durch die neuen Parameter 
(60) am(u,e)=p, 
(61) am(v, e') = g, 
die nicht isometrisch sind, werden in der Abbildung die elliptiscaen Funktionen beseitigt: 
(62) HE = XrTg (sin pYI — e’!sin?g) — eArTg vi u - .. 
63 ni yi—e*sin®psing _ ‚are e cos psing : 
dd a rc c08 p cosg a, er 
apeepl Zen 
— e!sin?p — e'?sin?gq 


ne Se, 


— e!sin?p — e’?aintg) ' 


B Merıaiaı.\unvergenz 




















Be ma[E0p . 





(65) y=- mal Eig,e) +F@e)+e'z 
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ER TEE FERN — sin? 2 sın?2 ın2 
6) m=-mViFe ga)! nr re ae 
sin psin gc08q 
cospyi —e*sintpyi —e!sintg 
In Gleichung (62) sind die absoluten Argumente der beiden Funktionen Arg 1, 
also die Werte dieser Funktionen reell. 
8. Bildgrenzen. Da nach Gleichung (62) 
OH _ e'*cos p(cos?q — e?sin? psin?g)Yi —e’*sin?g 
0p (cos®p + e’?sin®psin?g)(e?cos?p + e’*cos?g) ’ 
oH — e'?sinpsingcosq 
0q — (cos® p + e’*sin? psin?g) (e?cos?p + e’?cos?g) 
2e?cos?p + e?e’?sin?psin?g + e’? contg 
Vi —e’?sin?g 











(67) tge=e'? 





(68) 





(69) 





und nach Gleichung (63) 
oL_ e'?sinpsing cosq 
op — (cos:p + e'?sin?psin®g)(e?cos?p + e’? cos?g) 
2e? cos?p + e?e’? sin®?psin?g + e’? cos?g 
VI-esinip 
(74) oL _ e*cosp(cos?g — e? sin®psin®g) VI — e? sin?p 
0q  (cos?p + e’?sin®p sin? g)(e?cos?p + e’?cos?g) 
also die Funktionaldeterminante 
de 
og op| 1 
oH°H| (cos?p + e'? sin?p sin?g)*(e? cos?p + e’* cos?g)? 
1% 
[cos?p(cos? g — e? sin®p sin? g)® Yi —e?sin?pyi— e’*sin?g 
+ sin?p sin?g cos?q(2e? cos?p + e?e’* sin?p sin?q + e'2 cos ?g)? 
yi—e?:sintpyi—e’*sin?g 
ist, wird die Ebene der nicht isometrischen Hilleparametee auf das Rotationsellipsoid 
ungefaltet abgebildet. 

Setzt man qg = 0), so werden in Gleichung (63) die Argumente der beiden Funk- 
tionen arc tg = 0, wenn cos p + 0 ist; wählt man von den oo vielen Werten arc tgl 
den Wert 0, so wird L=(0. 

Aus Gleichung (62) wird 


H = XAıTg sin p — e AıTg e sin p. 





(70) 





’ 











0 








Wächst, p von O bis +4 so wächst die isometrische Breite nach der letzten Gleichung 


von 0 bis oo. Daher wird die Strecke auf der p-Achse von 0 bis 5 auf den Meridian mit 
der geographischen Länge 0 vom Äquator bis zum Nordpol abgebildet. Da in Gleichung 
(63) das Argument der ersten Funktion arc tg im Nordpol den unbestimmten Werts 


hat, wird der Nordpvi umgangen. Beim Umgang nach Osten beginnt diese Funktion 


= und schließlich gleich x. Beim Umgang 


arc tg mit dem Werte 0, wird für p -5 gleich 3 


e 
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nach Westen wird die ‚unktion arc tg für p = 5 gleich -5 und schließlich gleich — x. 


Daher wird die. Strecke auf der p-Achse von 5 bis x auf den Meridian mit der geographi- 


schen Länge zn vom Nordpol:bis zum Äquator abgebildet. 
Da auf der g-Achse nach Gleichung (62) H = 0 ist, wird diese auf den Äquator. 


abgebildet. Wächst g von 0 bis 7 


arc tg von 0 bis =, also die geographische Länge L=g—earctgetgg von 0 bis (i—e) 7- 


‚so wachsen in Gleichung (63) die beiden Funktionen 


Daher wird die Strecke auf der q-Achse von 0 bis 3 auf den Äquator von der geographi- 


schen Länge 0 bis zur geographischen Länge: (1 — e) 5 abgebildet. 
Da auf der Geraden 
(72) p=n 
nach Gleichung (62) H = 0 ist, wird diese auf den Äquator abgebildet. Wächst g von 
so nimmt in Gleichung (63) die erste Funktion arc tg von x bis 5 und die zweite 


"Funktion arc tg von O bis 5 also die geographische Länge ZL= —g +earctgetgg 


N 


von x bis (1 + e) 5 ab. Daher wird die Strecke auf der Geraden (72) vong=0bisg= 5 


auf den Äquator von der geographischen Länge x bis zur geographischen Länge (1 + e) 5 
abgebildet. 

Auf der Geraden 

(73) 1-5 
wäre nach Gleichung (62) 

H = YıXg e sin p — e XırXg sin p. 

Ließe man p von O bis 3 zu- und von r bis 7 abnehmen, so nähme die isometrische Breite 
von 0 bis — oo ab, d. h. der Punkt p = 3 = 5 würde in den Südpol abgebildet. Längs 
dieser Strecken behielten nach Gleichung (63) die beiden Funktionen arc.tg ihre Aus- 


gangswerte. Für p = 5 nähme das Argument der zweiten Funktion den unbestimmten 


‚Wert 0 -oo an. Diese Funktion ginge, wenn p wachsend den Wert z durchliefe, von 


dem Werte + 5 zu -3 über, aber nur bei Umgehung des Südpols in östlicher Richtung. 
Dieses Verhalten erkennt man auch aus der Richtungsabbildung im Südpol: 


Lej-enwst. 


Die Strecke auf der Geraden (73) vonp=0bisp= 5 würde auf den Meridian mit der 
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geographischen Länge (1 —e) 5 vom Äquator bis zum Südpol und die Strecke von p=a 


bis p -5 auf den Meridian mit der geographischen Länge (1 + 5 vom Äquator bis 
zum Südpol abgebildet. Daher muß für das Stück des Äquators zwischen den geo- 
graphischen Längen (1 -95 und (1 + 5 

= 

2 


sein. Dieses Äquatorstück ist das Bild einer Kurve X in der Hilfsebene. Um die Stei- 
gungen dieser Kurve in den Punkten p = 0 und p = zu bestimmen, wird in der aus 
der Abbildungsfunktion (62) für den Äquator folgenden Gleichung 


0<p<r,0<g< 


(7) %r Tg (sin pyi — Fsinig) —eUrtg HP —_ — 9 
vi —etsin?g 





p= 4Ap und nm + Ap, 1=5 +4 gesetzt: 


-5@ 


Diese in bezug auf die Steigung = kubische ‚Gleichung hat die eine Wurzel GP =(; 


3 


diese Wurzel bedeutet die Steigung der Strecken in der Hilfsebene, die in die Äquator- 
stücke zwischen den geographischen Längen 0 und (1 — 5 und den geogra- 


phischen Längen (1 + e) 5 und nr abgebildet werden. Die beiden anderen Wurzeln 


d 3 | 
= = 3 der kubischen Gleichung bedeuten die Steigungen in den Endpunkten der 


Kurve K. 
Um die Steigung der den Meridian mit der geographischen Länge (1 Ze 
gebenden Kurve im Punkte p = 0 zu bestimmen, wird in der aus der Abbildungsfunktion 
(63) für diesen Meridian folgenden Gleichung 
yi— e?sin® psing 
c08 pcosq 


ecospsing 
VI e*sin? pcosg 


arc tg 





— earctg 





-(1-95 


p= 4p,q -=5 + Ag gesetzt und die Funktionen arc tg so umgeformt, daß ihre Argu- 


mente mit Ap und Ag nach O0 gehen: 





cosApsinAg 
yi — e?sin®? Apcos Ag 


yi — e?:sin®Apsin Ag 
e cos Apcos Ag 











arc ctg — — earcctg — =(1-95- 


Hierin werden die Funktionen are ctg in die Mac Laurinsche Reihe 


7 Eu 
(75) arnegz=n — +73 — 
entwickelt, worin die Integrationskonstante = Z gesetzt werden muß, da die Funktionen 
arc ctg für Ap=0, Ag = 0 den Wert 7 annehmen müssen; man erhält 
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Die Doppelwurzel n — 0 bedeutet die Steigung der die nördlichen Hälften der Meridiane 


dp 


mit den geographischen Längen (17 e) 5 ergebenden Kurven in den Endpunkten der 


Kurve X; die dritte Wurzel = = 0 bedeutet die Steigung der die südlichen Hälften 


dieser Meridiane ergebenden Geraden (73) in denselben Punkten. 

Um den Verlauf der Kurve K zu bestimmen, geht man von ihrer impliziten Dar- 
stellung zur Parameterdarstellung über. Zu diesem Zwecke werden zwei neue Koor- 
dinaten so eingeführt, daß das Argument der einen Funktion ArTg nur von einer Koor- 
dinate abhängt, wobei diese Funktion ArTg zur Vereinfarhung beseitigt wird. Mit der 
Transformation 


esinp= «Ein ß, VI —e?sin?g = «Cofß 
wird die Gleichung der den Äquator ergebenden Kurve 
BP 
Y2g (& Sin2p) = ep; 
nach der einen Koordinate aufgelöst 
je zgeß 
a; V* Sin2ß' 


Hiermit ergeben die Transformationsformeln die Parameterdarstellung der Kurve X 
(76) esinp = YeXgeß Tgß 


(77) | Vi=erng - y& n 


= geht, also sin p von Obis1 wächst, so ändert sich nach 


2 
Gleichung (76) 8 monoton von 0 an; da a nach der zweiten Transformationsformel positiv, 
also $ nach der ersten Transformationsformel > 0 ist, wächst 3. Der größte Wert von 


2 erreicht, ist also nach Gleichung (76) die Wurzel der Gleichung 


2 
xgeßTgß= e. 
Wenn 8 von 0 an wächst, nimmt Yi — e’?sin®g monoton zu, also q ab. Da in der Ab- 


bildungsfunktion (62) p nur als Argument der Funktion sin auftritt, haben die die Breiten- 
kreise ergebenden Kurven die Symmetrieachse 


(78) p= 5 Ä 
Die Gleichung (62) der die Breitenkreise ergebenden Kurven wird mit Hilfe der 
Gleichungen (68) und (69) differenziert: 
(79) dq _ cosp(1 — e’?sin?g) 
dp _— r2 gi . ri ’ 
pP  e*sinpsingcosqg 
1—e'?sin?g — e?sin?p —e? + e?sin?p(1 — e’?sin?g) 
41 — e'?sin?g — e?sin?p + e® — e?sin? p(1 — e’?sin?g) ’ 


Wenn p von 0 oder z aus nach 


wird für p = 








' also 


Journal für Mathematik, Bd. 185. Heft 4. 27 
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0087 (1 —e%sin ’q) e'? cos?g — e?e’? sin? e: 


) 
(2 si 4 rain Teer e?cos®g + e?e?:sindg 
nr 

d.h. die die Breitenkreise ergebenden Kurven schneiden ihre eine Symmetrieachse (78) 
senkrecht. Da aus Gleichung (79) 

SP) aid 

FA Ey e tgpsinO—; Rp 7777 7A 0 
folgt, schneiden die die Breitenkreise ergebenden Kurven auch ihre andere Symmetrie- 
achse, die p-Achse, senkrecht. 


Geht man vom Punkte p = 5 der Kurve K ‚aus, läßt p konstant und g nach 0 





2 





abnehmen, so behält die erste Funktion arc tg ihren Wert z und die zweite ihren Wert 0; 


aus Gleichung (62) wird 


(80) H = UıTgyi — e'? sin?g — e Ar Tg s 


VI rang 

Die isometrische Breite wächst von 0 bis + oo. Daher wird die Strecke auf der Geraden 
(78) von der Kurve X bis zur p-Achse in den Meridian mit der geographischen Länge 5 
vom Äquator bis zum Nordpol abgebildet, so daß die rechten Winkel zeen den die 





nördlichen Hälften der Meridiane mit den geographischen Längen 0,2 7 und z und den 
Äquator ergebenden Kurven erhalten bleiben. 


Ginge man vom Punkte p= 5 der Kurve K aus, ließe p konstant und g nach 5 


zunehmen, so behielte die erste Funktion arc tg ihren Wert Z und die zweite ihren Wert 0; 


die isometrische Breite nähme nach Gleichung (80) von 0 bis — oo ab.. Daher würde 
die Strecke auf der Geraden dr von der Kurve X bis zur Geraden (73) in den Meridian 


mit der geographischen Länge 7 vom Äquator bis zum Südpol abgebildet. 


Nach Gleichung (68) ist 5 = (0) und nach Gleichung (71) % = (0, wenn Gleichung 
(78) oder Gleichung 
(81) ctgq=esinp 


erfüllt ist. Nach Gleichung {69) ist z =( und nach Gleichung (70) = 0, wenn 


g=0,Pp +5- 


Daher sind die Punkte, in denen die die Breitenkreise ergebenden Kurven die Richtung 
der p-Achse haben, und die Punkte, in denen die die Meridiane ergebenden Kurven die 
Richtung der g-Achse haben, die Kurven (78) und (81). 

Da die isometrische Breite eine gerade Funktion von q und die geographische Länge 
eine ungerade Funktion von g ist, erhält nan die andere Hälfte des nördlichen Halb- 
ellipsoids durch Spiegelung an der p-Achse. Da die isometrische Breite eine ungerade 
Funktion von p und die geographische Länge eine gerade Funktion von p ist, erhält man 
das südliche Halbellipsoid durch Spiegelung an der g-Achse. 
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Für die Differentialguotienten der Koordinaten x und y nach den isometrischen 
Hilfsparametern gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 
0 _y 98 ___%, 
du m’ on Qu’ 
die gewöhnlichen Differentialquotienten werden aus den Gleichungen (60) und (61) 
berechnet 
du 2 FREE 
dp yi—eisinzp’ da Vi-—etsintg' 
'9y 0 (u) 


Oy\® 
ou op _ iu) + (2) 
002) yYA—ersinzpfl —e:sindg 
ög öp: 
ist, wird die Ebene der nicht isometrischen Hilfsparameter auch in die Bildebene unge- 
faltet abgebildet. 
Der Meridian mit der geographischen Länge 0 wird vom Äquator bis zum Nordpol 


- nach Gleichung (46) auf die x-Achse von 0 bis myaE G. e) abgebildet; da g=0 ist und 


Da hiernach die Funktionaldeterminante 


pvon O bis 5 läuft, ergibt Gleichung (64) dasselbe. 


Für den Meridian mit der geographischen Länge zistg = 0, also nach Gleichung (65) 
y= 0 und nach Gleichung (64) 


2 e? sinp cos 
„ala ma Ep e) — yI— e =E_ R 


vom Nordpol bis zum Äquator läuft p von 5 bis z; daher wird die nördliche Hälfte dieses 
Meridians auf die x-Achse von maE (5, e) bis zmaE (5; ) abgebildet; da nach Gleichung 


(61) v = 0, also u = F, daher nach Gleichung (60) p = am(F, e), also nach Gleichung (47) 
p= B ist, wird nach Gleichung (66) auch der Meridian mit der geographischen Länge r 
mit der Längenvergrößerung m, abgebildet. 

Auf der g-Achse ist nach Gleichung os: x = 0 und nach Gleichung (65) 

e?singcosqg 

yi —e: sin? q 
Daher wird der Äquator von der geographischen Länge 0 bis zur geographischen Länge 
(DE auf die y-Achse von 0 bis ma | — E(5, e) + r(3 )} abgebildet. 


e 
2 
Auf der Geraden (72) ist nach Gleichung (64) 


y= mal Ei, e) + Fe) +; 


(82) = 2maE(?, e), 
während Gleichung (65) dasselbe ergibt wie die g-Achse. Daher wird der Äquator von 
der geographischen Länge x bis zur geographischen Länge (1 + e) 5 auf die Gerade (82) 
vn y=0bis y= ia | — E(3, e) + r(z, e)} abgebildet. 

Auf der Geraden (73) wäre nach Gleichung (65) 
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(&) mal Ele) + Fe} 
und nach Gleichung (64) 
x = ma{E(p, e) —tgpyi — e!sin?p}- 


Ließe man p von 0 bis 5 zunehmen, so nähme x von 0 bis — oo ab. Daher würde die 


südliche Hälfte des Meridians mit der geographischen Länge (1 — e) 5 vom Äquator bis 
zum ee auf die Gerade (83) von x = 0 bis x = — oo abgebildet. Ließe man p von 


rı bis # 5 abnehmen, so nähme x von 2myaE = e) bis + oo zu. Daher würde die südliche 


Hälfte des Meridians mit der geographischen Länge (1 + )5 vom Äquator bis zum 


Südpol auf die Gerade (83) von x = 2m,aE (z ) bis z = + oo abgebildet. 


> 
Da nach Gleichung (64) x eine ungerade Funktion von p 5 und nach Gleichung 


(65) y eine gerade Funktion von p -3 ist, hat das Äquatorbild die Symmetrieachse 


x = myaE (2 e) . 
Die Längenvergrößerung kann nach Gleichung (66) gleich 0 werden, wenn p = +3 


und q = 0 ist, d.h. nach Gleichung (62) in den Polen. Dort nimmt die Längenvergröße- 
rung zunächst den unbestimmten Wert © -0 an. Aus Gleichung (67) folgt mit Glei- 
chung (63) 








ecospsing 
vi — e?sin? pcosg 


‚a 2 
ige e'*sin pcos?g tg(L + earctg 
q 


(1 — e:sin? p)Vi — e’?sin?g 
also im Nord- und Südpol c= +, d.h. das Rotationsellipsoid wird auch in den Polen 
winkeltreu abgebildet. Daher ist dort die Längenvergrößerung von der Richtung unab- 


hängig, also = m,. Die Längenvergrößerung kann gleich oo werden, wenn B= +7 
ist, d.h. in den Polen. Doch sind dort die Winkeltreue und Längenvergrößerung schon 
festgestellt. Die Längenvergrößerung kann auch gleich oo werden, wenn p = +53 


undg=+- 7 * ist. Diese Punkte liegen im Gegensatz zur Kugel außerhalb des Gebietes, 


das auf das gesamte Rotationsellipsoid abgebildet wird. 


Das Äquatorbild schneidet seine Symmetrieachse wegen der Winkeltreue senk- 
recht. Gleichfalls wegen der Winkeltreue ist der Tangentenwinkel des Äquatorbildes 
an den Enden seiner geraden Teile stetig. Weiter hat wegen der Winkeltreue die Meridian- 
konvergenz nach Gleichung (67) auf den geraden Teilen des Äquatorbildes den Wert 0, 


auf dem Meridian mit der geographischen Länge zZ den Wert zZ und im Nordpol den 
unbestimmten Wert arc tg 0 - oo. 
Um das Bild des Äquators zwischen den geographischen Längen (1 + e)ı 7 zu en 


| halten, werden in den Abbildungsfunktionen (64) und (65) für die nicht ee 
Parameter die Werte aus den Gleichungen (76) und (77) eingesetzt: 
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u= ma[E (are sin ]/ 228? .) _ = ET ZI ATHAU —eXgePTaP) 





Tgeß" 
e Tgeß 11/, eTgeß 
= ma|—E (are sin 4 a 28 Kurlang Vı-: 6772 ‚e e) 


ae alt 








Für p = 5 ist nach Gleichung (64) 


(84) z = maE ( 5 e) 
und nach Gleichung (65) 

(85) y=mat— E(q, €) + F(q,e) + tggVi —e*sin?g). 
Daher wird die nördliche Hälfte des Meridians mit der geographischen Länge z auf die 
Gerade (84) abgebildet. 

Da x eine gerade Funktion von qg und y eine ungerade Funktion von g ist, erhält 
man die andere Hälfte des nördlichen Halbellipsoids durch Spiegelung an der z-Achse. 
Da x eine ungerade Funktion von p und y eine gerade Funktion von p ist, erhält man 


das südliche Halbellipsoid durch Spiegelung an der y-Achse. Bei dieser Wahl der Ab- 
bildung wird das Rotationsellipsoid längs des Äquators von der geographischen Länge 


1-95 über —, (A +9,57, —(l +9)5:—5 bis — (1 05 
geschnitten. 


Wenn beim Rotationsellipsoid ebenso wie bei der Kugel das Netz der auf den 
Meridian mit der geographischen Länge 0 bezogenen geodätischen Parallelkoordinaten 
in das Netz der kartesischen Koordinaten abgebildet würde, so müßte die geographische 
Länge y, unter der eine geodätische Normale des Meridians mit der geographischen Länge 


0 den Äquator zum ersten Male schneidet, den Wert (1 95 annehmen, wenn jene 


Normale in den Äquator übergeht. Wird die größte geographische Breite, die eine kürzeste 
Linie erreicht, mit B., bezeichnet, so ist nach A. M. Legendre’) 


y= (1 + 53008 B hu) I (3. esin Baax, €’? tg? Bass) 


cos Fe 
2 i 
— Se cos? Bau (5 ‚esin Bass) 2 


v 


dp 
IK®,k,n)= = —— 
r) KeerrTleirnr 
N) 


das elliptische Integral 3. Gattung mit der Amplitude und 9 dem Modul %k ist. Der 
ng in den Äquator ergibt 





v-ez >(-0 - 


?) A. M. Legendre, Trait6 des fonctions elliptiques et des intögrales Eulsriennes 1, Paris 1825, S. 362. 
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Daher wird beim Rotationsellipsoid das Netz der auf den Meridian mit der geographischen 
Länge 0 bezogenen geodätischen Parallelkoordinaten nicht wie bei der Kugel in das 
Netz der kartesischen Koordinaten abgebildet. 


y=-m, a [F(%e)-E(3,')] v2moablde) _yamoa[s(#e)-E(F,e]] 


L>-(1+e)Z Je FÜr)F 








\ 


ae 
yemgeli(Ec Heil 


Ayuator 








a=-m,a El.) 





L-({te)$ 777 "7 ler 


y--m,a[F(2,e)-E(2,e')] x=-2m, aE[7,e) y-m, alr(#,e)-E(F,e)] | 








9. Parameterdarstellung der, Breitenkreis- und Meridianbilder. Um die Parameter- 
darstellung der Breitenkreisbilder und des Äquatorbildes zwischen den geographischen 


Längen (1 + 5 zu erhalten, werden in den Abbildungsfunktionen (64) und (65) für die 


nicht isometrischen Hilfsparameter die Werte aus den Gleichungen (76) und (77) ein- 
gesetzt, worin das Argument eß durch eß + H ersetzt werden muß: 


yar: + HyTgB .) 








= ma|E Yan 


ie a) \ . 11/, eXgl(eß+H) , 
y= ma | E( (are sin 5/1 — e)+ Plain .d) 


Sin ey + + ale + 2.) f eTg(eß + Zi 
zer H)ZgP Tap Tg 
Den Zusammenhang zwischen dem Kurvenparameter und der geographischen Länge er 
gibt die Abbildungsfunktion (63): 
BBBRRL (IE EZUETTIILTLERETI EU) 
[e — Zgleß + H)Zg PJ[Zg(ef + H) — eg P] 






































—e are )/ [e — Tgleß + H)Tg Pl [Tg B —eTgleß + A, 
[1 —eZg(eß + HYZgB] [Ta (ed + H)—eXgßl 
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Mit der Transformation 


yVI-— e: sin®p 
ecosp 
wird die Abbildungsfunktion (63) 








= ycosd, tgq = ysind 






arc tg (37° sin 20) =eö+L; 





nach der einen Koordinate aufgelöst: 



























































































fa _ 1/2 tgteöe+ 2) 
Eli e eine 
Hiermit ergeben die Transformationsformeln 
. _ _1/ etg(eö+L) —tgö AR e'?tgö 
we nr, ze DA MER etg(eö + L) — e!tgö’ 
OR y*“ = L)tgö 
_ Werden die Werte der nicht isometrischen Hilfsparameter in die Abbildungsfunktionen 
Elze) (64) und (65) eingesetzt, so erhält man die Parameterdarstellung der Meridianbilder: 
E. etg(eö + L) —tgö ) 
se ma|E (rc w)/ irgd ‚e 
1 25 etg(eö + L) —tgö 
5 ti tg(eö + L)tgöftg(eö + L) —etgö]] ’ 
y= ma | — E(aro Ace 34 ' e. e) + r( (are «3 + = - 14 e) 
eter- 
4 etg(eö + L)tgö+i 
‚hen ERBETEN 1 (ed + L)tgöfe + tg(edö + Zjtgö 
die Den Zusammenhang zwischen dem Kurvenparameter und der geographischen Breite 
ein- ergibt die Abbildungsfunktion (62): 














= fetg(eö + Z)—tgö]fi + etg(ed + D)tg 
1-%2o]l/e, +D),—etgö][e + tg(eö + L)tgd] 


fetg(eö + L) —tgöl[le + tg(eö+ L)tgö] 
ee 20 te FD) —etgöjli Fetg(ed + L)tgd] 
10. Numerische Bestimmung besonderer Werte. Es ist®) e* = 0,00667437223061;. 
Hieraus ergibt sich e = 0,081 696831 21528, e; = 7021'9,77331374%”. 
Um die Koordinate g, des Punktes zu berechnen, der den Punkt auf dem Äquator 


mit der geographischen Länge 5 ergibt, wird in Gleichung (62) für die Koordinate p der 










































et © Wert (78) eingesetzt: 
ATRNEENE  TRED. e 
86 Ar Tgyi — e sin? — e U ig —— = 
(86) av % Fang 
1, *) Vgl. Veröffentlichung des Königl. Preußischen Geodätischen Instituts 19; Lothabweichungen, Heft I, 
& Formeln und Tafeln sowie cinige numerische Ergebnisse für Norddeutschland (1886), S. 4. 





‘ 
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Um diese Gleichung nach der Quadratwurzel aufzulösen, wird für die Quadrat. 
wurzel als Funktion der Exzentrizität der Fuchssche Ansatz gewählt. In dieser Reihe 
wird der kleinste Exponent mit n bezeichnet. Da nach der letzten Gleichung 

vizersintg)..=0 

ist, muß n > 0 sein. Zur Abkürzung wird 

e 

Yi-ersinig 

gesetzt. Damit (Ar Tg c),_., reell ist, muß n < 1 sein. Entwickelt man in Gleichung (8) 
die beiden Funktionen ArTg in die MacLaurinsche Reihe, so sind die kleinsten Expe- 
nenten n und 2 — n. Setzt man sie gleich, so folgt n = 1. Da außerdem die Koeffizienten 
nur gerade Potenzen der Exzentrizität enthalten, wird 

(87) Vi—e?sin?g = Ke+ Ked + Kzeö+Ke’ + Ke +... 
gesetzt. Hieraus folgt 

KR er 2K,K;,K, + KiK, 
Kı 
K3 —3K,K3K, + 2KiKzK, + KiK,— Ki 
+ n 
Ki ; 
Ki 2K 2° 
Ar Toyi — Fin Kt (Kı+ Se +(& + KK, +- ee 
K' 
++ KiK, + K,Ki + KiK, + A) ? 


+ (Ko + KiRı + RR KH SI + RK H RER HK +) + 


Um Ar Tg c als Funktion von e? in die MacLaurinsche Reihe zu entwickeln, werden zu- 
nächst die Differentialquotienten berechnet. 
dArtgc_ 1 de 
de) A1—c?!d(e?)’ 
dArTge _ 2% | de ]? U 2 
de? (d-e)? nf 1 — . d(e?)? ’ 
MArTge _ 9 + 3c? [2 Fa de d®c 1 dc 
er "u—eplae Fa =ayalejäley 1 — edler 
Ur Tge 1+.e ar 2 d% 
ey Megan Ta er 1m die 
6c Pr '% 8c de d% 1 de 
Fa -eplaen *a—araejaer + Tele 
Hiermit und mit Gleichung (88) erhält man 
K 








ni 























2 
Mg Ulgg — R_ tt teen ei 
a2 = +3) K; +2 x. Ki —Kık, | KR —2KıKzK, + Kik, P 
3 Ki(Kı —1)° Krk —1)’ Kiki —1) 
2° x: ‚_Kıti KK +3) (Ki — Kık,) 
K k-ı) KAK: — 1)’ 
3K; —6K,KyK, + 2KIK;K, + KK; 
Ma 
K,—3K,KyK, + 2KjKyK, + KiK, — Kık, 
Kiki —1). ie: 














+ 








+ Ei. 
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Der Vergleich der Koeffizienten von e ergibt 
1 
(89) a K, = K, . 


Diese Gleichung hat?) die Wurzel X, = 1,1967. Um diese Wurzel genauer zu 

bestimmen, wird in der zur Vereinfachung des Zahlenrechnens umgeformten Gleichung (89) 
K,Sin K, — © K, =( 
K, = 1,199678 + A,K, gesetzt und die Verbesserung nach dem Newtonschen Näherungs- 
verfahren bestimmt. Man erhält zunächst 
(K&in K — Eof K)z-1,1weis + (K, of K,)z.-1,.1w0r dıK, = 0. 
Hierbei wird in der MacLaurinschen Reihe der Funktion K,&of K, der Rest 
K'3 K» 


1 ... 
Bitzit 


durch die Majorante Xi 1+ Ki +[ Kı ) + -++| abgeschätzt, die eine geo- 
1421| 13-14 13 -14 r 


metrische Reihe ist, und die Funktion K &in K —Eof K durch die Reihe 





berechnet. Es ergibt sich A,K, = 0,00000064025}. 
Da K, in ‘Gleichung (87) mit der numerischen Exzentrizität multipliziert wird, 
soll X, mit 16 Dezimalen berechnet werden. Daher wird bei der zweiten Verbesserung 
K = 1,199678640 256.000; 


i > gr i Kir Ka 
. In der Reih PER BOERSEER ... 
geetzt. In der Reihe Ex An Alm wird der Rest Hut art durch 


n=1 
i \ Kr K? K®!;\® 2. 
die Majorante al +3 + (z 5) +-- ] abgeschätzt. Für den Divisor 


K,&of K, ist der Wert 2,1716?$ von der ersten Verbesserung genau genug. Jetzt ergibt 
sich 











K, = 1,199678640257 7533- 
Nach Koeffizientenvergleich in Gleichung (86) wird aus Gleichung (87). 
Fr 2.2 14 26 17 
M—-e!sin?g = Ke+ Ke+ (3 u; Ki)(Ke)er + (2 -zK +78 Re) 


35 6 1718 62 
+ (a th K) Ket--.; 
worin 


K,= 


Kı(Kı —1) 
- HAT 


ist, also 





yi —- e*sin?g, = 0,098009943385 63 
— 0,000095 774557813} 
— 0,000000058154492? 
— 0,000000000095 271} 
+ 0,000000000028284? + - --. 


— 


®) F. Emde, Tafeln elementarer Funktionen, Leipzig und Berlin 1940, 8. 131, 2. 
‚Journal für Mathematik. Bd. 185. Heft 4. 
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Die Teilsumme aus den ersten 4 oder 5 Summanden ist 0,097914110$!. Um den Zu 
sammenhang dieser Teilsumme mit y1 — e’*sin?g, festzustellen, wird in der linken Seite 
der Gleichung (86) für die Quadratwurzel das eine Mal der Wert 0,0979441106? und 
das andere Mal der Wert 0,09791411055 eingesetzt. In der MacLaurinschen Reihe da 
Summanden Ar Zgyi — e’?sin?g, wird der Rest 

vi —e!sintg," + vi —etsintg® p vi —etsint!g” 

11 13 15 

durch die Majorante 
vi — eisintg, 

11 
































(1 + vi — e'!sin?g, +vi — e?!sin?g, +... 


abgeschätzt: 


e ä 4 ,_4,834372397$7 
Ar Tg 0.097914 11068 = Ur Tg 0,83437239737 = 7 In 0,165627602°3 


= * In 11,0752819%5 = In ((11,0752 -+ 0,0000819$), 
Hieraus folgt durch Taylorsche.Entwicklung mit dem Lagrangeschen Rest 
e . _ 1 {1 32: 3461 ne 
0,097 91411065 z( 100? 11,075 
Hierin wird der Logarithmus nach der Tafel von Vega!°) berechnet. Hiermit folgt 














Ar Tg 


Ar Tg 0,097 141106? — eArT : — 0,000000000!5. 
. TEE 0979141006} 0 





52 








e j Al 32 . 3461 er) 


HT | A 
097 2\- 100 11.0753 


ist, braucht der Logarithmus nicht neu gerechnet zu werden. Also ist 
Ar Tg 0,097 91411057 — eAr e — —.0,000000. 0000}. 
vn BE TTTITeITE ; 


Demach ist die obere und untere Schranke jener Teilsumme nach dem Satze von Bolzam 
zugleich obere und untere Schranke von 


yi—e!sintg = 0,097141104. 








Zur Abkürzung wird 


yi — e!sintg, = 


gesetzt. Hiermit wird Gleichung (86) 
Aigm —eHrTgl =(. 
Wo 
Um die Wurzel w,; genauer zu bestimmen, wird 


©, = 0,09791411057 + A,w, 
gesetzt und die Verbesserung nach dem Newtonschen Näherungsverfahren bestimmt: 


(ern en2s}) 


e? , 
“= 0,09791411087 + (4 es + 1— RR 





4, = 0. 


») G. Vega, Thesaurus logarithmorum completus, Lipsise 1794, 8. 642—RR4, 
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Um hierin < so genau wie möglich zu berechnen, wird 


w = 0,097914110570000, 


zt. Die Mac Laurinsche Reihe des Summanden Xı Tgw wird nach der 15. Potenz 

abgebrochen. Es ist 
2 

ArTgw — eArTg- ORT 22 nt; s er Kal naeh 
Da bei der Division dieser Zahlen der durch die Ungenauigkeit der RER, und der 
Zahl w, verursachte Fehler des Nenners gegen den nur durch die Ungenauigkeit der 
Exzentrizität verursachten Fehler des Zählers verschwindet, ist die größtmögliche Ge- 
nauigkeit erreicht. Man erhält 


vi — e?sin!g, = 0,09794 1105778. 








Hieraus folgt 


etg% = V/—- — 1 = 0,054230956 6908. 


sin? g, 


Hieraus wird g, mit der alternierenden Reihe (75) berechnet, deren absolute Summanden 
eine monotone Nullfolge bilden, und die nach der 9. Potenz abgebrochen wird. Es er- 
gibt sich 


a 1871,3760003%" 
TE rz 


Hierin muß x = 3,141 592653589? gesetzt werden. Damit erhält man schließlich 





= 7 — 9'55,67748168 


Die Bildlänge des halben Meridians mit der geographischen Länge 0 ist maE[z s ) 
Nach Läska!1) ist | 


2. 


In dieser Reihe wird der Rest 
BASE 
3.4.6... 


...9\2 1-3-.5-.-9 
(an) tert tare+  39-  (n) Me 


durch die Minorante 
(1 
0,009 4 18. :9 


A) lea 2 I —_ he A 
2-4.6-.--12 09 7 10\2:4.6-..M 


äbgeschätzt, so daß der negative Rest größer ist als der 100. Teil des letzten berechneten 
Summanden. Man erhält 


E (3 e) — 1,568172017 7321308. 


) Mens 


“) A.a,0. ®), 8.888, 
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Eine besser konvergierende Reihe erhält man durch Übergang zum doppelten 
Argument: 








E(3, 1m, ne VE „008 2p dp 


_e lan E- 1.3.57 0 je 
zU ala) "FR brgerst 
1.3-5-7- " = 
0224262 12(2 —e”) 
Diese Reihe wird durch die hypergeometrische Reihe 


LTE RIESE 02 0 


(0 +1) + DB + DB +2) 
+ pt re 


&(3.)-3)1-57( ”p re: 


Dies ist eıne Formel von E. E. Kummer!?2). Nun ist 

















ausgedrückt: 





es ]?® 9 
Be = 0,000014121151613964. 
2 — ei 


RENT IR | Ei 
2741618: 2(2 —e?) 





wird durch die Minorante 
a a) of 


1-3-5-7-9 1110 4:3:5.7:9 
PLATZ, aa 16 g 000012 > — Zara m 


abgeschätzt. So ergibt sich wiederum: 





> — 








E (3, e) = 1,568172017732130%. 


Ich habe den Wert von 2(3» e} auch noch nach drei weiteren Formeln von 


Kummer) berechnet. Es ergibt sich stets dasselbe Resultat mit der gleichen Genauig- 
keit. _ 


Zum Vergleich wird das voliständige elliptische Integral durch die Landensche 
Substitution mit abnehmendem Modul berechnet: 


ı2) E. E. Kummer, Über die hypergeometrische Reihe, Journal für die reine und angewandte Mathematik 
15 (1886), 8.146, Formel 86. 


») A.a.0. a), Formel 37, 38, 39. Bei Kummer muß S. 77, Formel 48, auf der rechten Seite als 8. Argk 
ment # + } statt 2x — 29 + 1 stehen. 





’ 
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T 
E(2, e) = [ve sin? p + cos? pdp- 





Werden die Koeffizienten von cos? p und sin®p mit a; und 55 bezeichnet, also 
%= ,b=e, 
und hieraus fortlaufend die arithmetischen und geometrischen Mittel gebildet: 
+b RR 
=, , db, = Vapo; 
+b aa 
4-5 ,b=yabı, 


so haben die abnehmende Folge «a,, a,, a,,... und die zunehmende Folge b,, bi, da, - - - 
denselben Grenzwert, das arithmetisch-geometrische Mittel der Zahlen a, und b,. Wird 
dieses mit M(1, e’) bezeichnet und 
%—b, 2” a, —b, BR 
3a, = k,, au = ku... 
gesetzt, so ist nach O. Schlömilch !*) 


7 


2}, 
b=e = 0,99665722681842l}, 


.=1, 
1 
a4, = 


T im 0,998328613409210,, bi = Ve’ = 0,998327 2143032155, 


a, = 0,998327 13856213}, b, = 0,998327 913855968}, 
a, = 0,998327 9138560944, bs = 0,99832791385609}, 
MI, €’) = 0,99832791385609?, 
= - =: — 0,001.67418480081°?, 
re) 
‚ \iFyel’ 








= 0,0000001751811672123, 
Va, — I) R 
= — =} = 0,000000000000122753765, . 
ke + Yb, 5 
Der Summand nn ist der letzte und verschwindet gegen “ + 2 Auf diese Weise 
erhält man 


E(7, e) — 1,5681720177321%. 


Das Ergebnis des arithmetisch-geometrischen Mittels ist weniger genau als das der 
hypergeometrischen Reihen. 


“) O. Schlömilch, Compendium der höheren Analysis2, 4. Auflage, Braunschweig 189, 8.315, Gleichung 32). 
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Die Bildlänge des Äquators von der geographischen Länge 0 bis zur geographischen 
Länge (1 -)7 oder von der geographischen Länge (1 + 5 bis zur geographischen 
Länge ist mei (— E (3. e) + r(3, e)}. Nach Schlömilch !5) ist 


et 


25 = 5 (In 16 — In 0,00667437223061)) 


4. 0,00000000013061} 
2 0,00667437% 


In 16 — 3 In 0,0066743721 = 








Die Berechnung ergibt, unter Benutzung der Zerlegung 61289 = 167 - 367: 


46 - 1005 4 x 
In 5-751-167.367 = 1:7820688687759; , In — = 3,891.034424603; - 
Um den Rest abzuschätzen, beachte man, daß die Reihe 
2 2 2 4 4 4 
atsatset  alatsatsst) 
die Summe 21n2= In 4 hat. Daher hat die abnehmende Folge 2 


den positiven Grenzwert 


Bine 
e 


=) A.a.0. 1), 8.89%, Gleichung 42, bzw. 8.828, Gleichung 44. 
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In der Reihe für die Differenz der vollständigen elliptischen Integrale 4. Gattung 
mit dem Modul e’ wird der Rest 


r en) In: (in: : v5 5 En r on) Be. 


durch die Minorante 


1.3-5-.7\82 4 2 8 
63:53) Ba 13-3958 -7a tom) üterater 


‚abgeschätzt, die aus dem letzten berechneten Summanden durch Multiplikation mit 


100 ee _100 N 
708 73 < 108 007 < 75 


entsteht. Man erhält schließlich 
” ho 6 
F(2,e) — E(2,e) = 2,884 535469976}. 





Die Landensche Substitution mit zunehmendem Modul ergibt 1°) 


Flne)-E(Ge)- Erd UNE +E, 


2ye 

Irre +e 

it. Die Amplitude g, wird aus der Gleichung sin 2g, = e berechnet. Es wird 
1.368 1.3.50 
2.45 2.4.67 


ca2,=—e, 


«7.9.41 e13 


8.02%" ist negativ und sein absoluter Betrag 











Fiterer- 











«9 er 41 
101113 ° 
4 = 5 — 0,04089399221709% - 
Die Amplitude g, kann auch aus der ragen, | 


ca,= > -——— = 0,040 882595206143 
berechnet werden. Hier wird. 


") Vgl. O. Schlömilch, a. a. 0. **), 8.308, Gleichung 22, u. 8.310, Gleichung 24. 
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Eee = BSR 1.31 ne 1.3.51 1/1 —-E? 

- 2.45 2.467 . lien 
a 
ER Wat 





— +. ist negativ und sein absoluter Betrag 











+27 +) + BQ 














1-7'1.1— 
TV 3 39 8777 ;< 














Vo ale 
- 38 3.5 00167 > 576 4671 57 0,00113, 


0,040893992 217 963 


Man erhält 
-7- 
Ferner ist 


ei = 0,999998598551 643} 
Nach zweimaliger Substitution erhält man 


’ A, 1 EI» ’ er) ’ ER N 
(ne) =elge) (2) F(qu, &) —(1 + Ve)? El, &) +2 Ye sing +e 
mit 

22 2yei 

sin (29, — 9) = A8ing, &=7 Ya 


Die Amplitude g, wird aus der Gleichung 


n 
5 U | / rn 
cos # + ” = ges 
berechnet. Es ergibt sich 


en. = 0,020462686.234 2, 
En : 411 —esing 1-31 1/1 edsing‘ 
Me Die “7 er 331 3-71 3 


"2 7 2 2 
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3.54 "sing, : i ; 
++ ist negativ und sein absoluter Betrag 








1 — eısing, ( geh) | 
a + n 


2? 1 —eısing, 
1— elsing, 5-5 2 1:31 Er 1 — ei sing, 5-50,00042 
age, Heer 6.7 0,9 


2 6.7, _ u 1 <2.45 


5 
RE ae 0,0105 _1-.341 1/1 — eising," 
re et A Fe 


1.3.51 1—esing, 1.34 1—esing," 5. en 
? 3.4.67 a 2 ben. Wrut 
sing, 0,01025 


6-7 
41.31 1/1 —eising, 5-5 1.31 4 
235 Aammı mama 5.7 000041 > 2.75 zer 1% 
1.31 — edsing. 
Wenn 0,000 24.. 


9. = z — 0,0409114106398}, €; = 0,999999999 999754 














Hieraus folgt: 


Nach dreimaliger Substitution erhält man 





n ')= 21 He (1 — Ye F(q,, &) — -(VFe+YV2 2ye)' E (9, 63) 


FlZ,e — E\„,e = 
a ) \ (VIFe+Vaye) 
+2V/Aa1 +eVesing +Ye Fire 


c08 b + ’ 


sing, wird aus der Gleichung 
> . 1—e 
Bing 14 Fan 


berechnet. Da 
2sin?g, <2sin, =1-+e 


ist, gilt von dem Doppelvorzeichen nur das obere Zeichen. Es wird 
sin g, = 0,999163257 2288963, 


I ie = 0,020454128817% 


Im Grenzfall ist 
1+sing 


Fa) = ZT ng 


Journal für Mathematik. Bd. 185. Heft 4. 
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sin g, wird aus der Gleichung Nach I 


2sin?g, =1 + esin?g, F coaqg,Yi — &?sin?g, 





berechnet. Da 
2sin?g, <2sin, =41 + eisin?g, —cogq Vi —etsintg, <i+e 
} 1 RE. 5 5 e ER 
i+e +a4-—Va ns 4 








also 













R 1 
2 - 
Sin“ ge < ee & ’ 
(2 —e)sin?g, <i, 2sintg, <2sin?g, <1+ &sin?g, 
ist, gilt von dem Doppelvorzeichen nur das obere Zeichen. Man findet 
sin g, = 0,999163 257 22877; 
also 


F (q, 1) = 5 In 2389,22082864 = 5 


— = [In 4 + In (597,305 2 -+ 0,00000745)] 


>. 1n 68-68-5467 | 0,0000071 
2 100? 597,305205 


7 In 4:597,3052071% 


Schließ 


— 3,889 361 289323. 





Setzt man an: 






z 
5 14s 


F (9,1) = Inctg - 5 


































also 
24 
nn 193 
608 —— = 0080 ‚0204555553215 = 0, 9979079242328; 9, Das Eı 
als das 
nr 
Ih 
sin —.— = 0,020454128815$}, 
\ so folgt | 
' F (4, 1) = In 48,87965659}5 = In (48,879648 + 0,00000859, 
\ _..32-387.3947  0,00000859 _ | . 
| = In 10008 + 18.8796" —= 3,889361 28932, alo 
Ü n 
| Ä 4+8ing PER. 
Der Ausdruck 4 7 In ui per: = ergibt also eine genauere Zahl als der Ausdruck In ctg- j” 
er Nun is 





Nunmehr folgt 


sin?p 








| Foren ef 
N 4) = (9,1) - 5 u re 
| JN=erne 











Ira yi—e? Sr aD -/ ade: 
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Nach Dölp und Netto !”) ist 
"sin®Q F 
Fas ie = 
0 


F (9, 6) = 3,889361 28932; 





ee 1— et sin?p 
E (9;, 6) =sng+ ö er 


— e,? sin? 





9 9: 
sin? sin?Y 1 — c08?9 
- —d s ———— do = dy =F $ — sin 
Meng "Yang r% TER: 
0 Ü 


c089 


Daher ergibt sich 
E (9, &) = 0,999163257 228772 
Schließlich ist 





Ad 1 amd LAIEN 0,998329312961 86}, 
VIFeE+YVye) 
(VIFE +V2ye)” = 7,9866233108485}", 
2V2(1 + e)Ve' = 3,993311 65542387), 
V2e' + 2e'? = 1,994985 14008892), 
also 
F(2, e) > E(z, e) — 2,884535.4699%. 


Das Ergebnis der Landenschen Substitution mit zunehmendem Modul ist weniger genau 


als das der hypergeometrischen Reihe. 
Die Landensche Substitution mit abnehmendem Modul ergibt !®) 


7 


= 
2 


> e) = dq = 
Versing+cas®tg MU, 
N} 








b,= e= 0,081696831 2152, 
b, = Ve = 0,28582657541813, 


Da19s0140ssta b,="  0,393177886526%, 
0,403257691 019, = 0,403131 694 2488, 


") H. Dölp-E. Netto, Differertial- und Integralrechnung, 19. Auflage, Berlin 1940, S. 164. 


“) Vgl. O. Schlömilch, a. a. O. 1), 8. 808. 
29* 
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0,403194692634%, = 0,403 194687 712%, 
,= 0,403194601735, = 0,403194690173}} , 
M (A, e) = 0,4031946901733} 

- = 0,4244734486986} , 

k, = 0,308491 0550796} , 


Ya, —Yb, [ Ä si 
ka_|Vah—Vbı | _ 0,0062489846552%, 
4  |2(Ya, + Yb)) £ 


‚= (et * n) = 0,00015624805235;, 


Vs, —Vb, Be 9 
= 0,000000001 52584088, - 
:- 2 2 (Ya, + Yl + Vb,) 


Der Summand un ist der letzte und verschwindet gegen 


14 Bay ak Ak, Ak 





Daher folgt 
14 Sl Falke... = 1,4907649248294 8, 







= 0,78015612370569%; 













Zelt + 44 - + u + )= ee, 
F(2,e) —E(Z,e) = 2,8845354699761. 


Das Ergebnis der Landenschen Substitution mit abnehmendem Modul ist genauer 
als das der Substitution mit zunehmendem Modul. 


Die Bildlänge der nördlichen Hälfte des Meridians mit der geographischen Länge 


3 ist nach Gleichung (85) 


ma{— E(u €) + Fl, e) + tg Vi — e'?sin?g,}. 
Wird 


tg (9ı — 9) = de a 8% 





tg (9, — 9ı) = 
gesetzt, so ergibt die Landensche Substitution !®) 


80... 


») Vgl. O. Schlömilch, a, a. 0. *%) 8.807 und 8.815, Gleichung 31. 


Nu 
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F 9, €) — E (9, €') 
erg kı , Kıka |, kıkak re Kıkakakık; 
Pr Ge aan ia 





RTL. VER sing; + 4 Vhnkak PZZF sing, + + akhaheh sin e) 


Wegn— '2% 
———,ct = _ I ; 
Vi + ctg?gq, . + 





Nun ist 
ctgg, = — 1,3425482863,, g, im 2. Quadranten, 
 etgg, = — 0,620820243%, g, im 4. Quadranten, 
ctg9ga = 0,4670856175, gs im 7. Quadranten, 
ctgg, = — 0,8367210155;, g, im 14. Quadranten, 
ctgg, = 0,17921023):;, gs im 27. Quadranten. 


Hieraus wird g, mit der Reihe (75) berechnet, deren konstanter Summand durch 277 
ersetzt werden muß, und die nach der 11. Potenz abgebrochen wird: 
95 = 42,234 17297). 
Ferner ist 
sing, = 0,59735452245, sing, = — 0,849590450°°, sin ar = — 0,90603762; 


sin g4 = 0,766941 965°, sing, = -— 0,984318573°, = = REN 
at +. Ir. .+) = 0,023137734 50891, 
e'? 4 
HT ae is. -) — 0,057386009821 3}, 
F (go, e ') —E (90, €‘) - 2,266790818,, 
F (q0, €) — E (9, €) + tg» Vi — e’?sin?g, = 4,07229299;- 
11. Spezialisierung auf die Kugel. Durch die Spezialisierung 

d=/, 
F(B,e') = Yı Tg sin B, 
E(B,e)=sin B, 





snu = sinu, 


enu = cosu, 


dnu=1, 


E(amu,e) = u, E (amv, e') = Igor, 
p=am(u,e)=u, gq=am(v,e') = arcsinTgv, 
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/ 





= u sin?gp’ a 


= co8B di ae 
y max | 4 4 12008? Bus 2 
0 


gehen die einzelnen Größen des Rotationsellipsoids in die entsprechenden der Kugel über, 
Die Parameterdarstellung des Äquatorbildes zwischen den geographischen Längen 


d+ 5 ergibt 








2 = mA Jarc sin y PTR app), y- 


worin der Parameter 8 von 0 bis zur Wurzel der Gleichung $ %g ß = 1, also nach Glei- 
chung (89) bis X, wächst und die Funktion arc sin von 0 aus zu- oder von x aus ab- 
nimmt. Es ist 


(Z)p=x, = MA (3). 





Eingegangen 9. Juni 1941. 





Über Kontinua mit unvollständigen lokalen 
Halbsekantenmengen. 


Von Otto Haupt in Erlangen. 


1. Fragestellung und Ergebnisse. 


1. 1. In einer kürzlich erschienenen Arbeit!) bezeichnet Herr K. Wagner, unter 
Bezugnahme auf Begriffsbildungen von Herrn W. Dörge®), eine Punktmenge M in der 
euklidischen Ebene als „‚differenzierbar‘‘?) in einem ihrer Punkte P, wenn sich (MU-—(P)) 
für eine hinreichend kleine Umgebung U von P durch paarweise fremde, offene Sektoren 
mit dem gemeinsamen Scheitel P überdecken läßt, deren Öffnungswinkel sämtlich be- 
liebig klein sind (vgl. Nr. 2.2). Der wesentliche Inhalt der Arbeit von Herrn Wagner 
besteht in dem Nachweis, daß jedes, in jedem seiner Punkte ‚„differenzierbare‘‘ Konti- 
nuum‘) in jedem seiner Punkte zusammenhängend im Kleinen ist, also, wenn beschränkt, 

“eine stetige Kurve. 

Die vorliegende Note bezweckt, einerseits dies Ergebnis durch Abschwächung der 
 „Differenzierbarkeitsforderung‘ (vgl. Nr. 1. 3) zu verailgemeinern, andererseits die Struk- 
tur der in Betracht kommenden Kontinua*) weitergehend aufzuklären. Dabei beschränken 
wir uns der Einfachheit wegen zunächst auf die euklidische Ebene (vgl. aber Nr. 1.7). 
Des Näheren handelt es sich um Folgendes. 

1.2. Der Dörge-Wagnersche Differenzierbarkeitsbegriff besagt: Diejenigen von P 
ausgehenden Halbgeraden, welche mit MU nur den Punkt P gemeinsam haben, also die 
„lokalen Nicht-Halbsekanten‘ von M aus P, liegen bei hinreichend kleinem U beliebig 
dicht in der Menge aller von P ausgehenden Halbgeraden. Der Begriff bezieht sich, wie 
wir also sagen können, auf die lokalen Halbsekantenmengen von M in P; wir werden 
ihn daher im folgenden als starke Unvollständigkeit der lokalen Halb- 
sekantenmengen bezeichnen, kurz: st. Sek. Unv. 


Mit dieser Bezeichnung wird zum Ausdruck gebracht, daß der Dörge-Wagnersche 
Differenzierbarkeitsbegriff sich nicht oder wenigstens zunächst nicht auf die Halb- 
langentenmenge, das Kontingent, von M in P (vgl. Nr. 2.3) bezieht. Angesichts dessen 
erscheint es nicht überraschend, daß bei st. Sek. Unv. die Halbtangentenmenge in P 


— 

ı) K. Wagner, Charakterisierung stetiger Kurven mit Hilfe eines allgemeinen Richtungsbegriffes für 
Punktmengen, Math. Ann. 117 (1941), 672—686. 

») Wagner, a.a.0.!), 8. 677. 

3) Wagner, a.a.0.!), S. 674. 

4) Unter einem Kontinum wird von uns oben im Text stets eine mehrpunktige, beschränkte, abgeschlos- 
sene, zusammenhängende Punktmenge verstanden. Herr Wagner bezeichnet (a. a. 0.'), 8. 672) als Kontinuum 
jede abgeschlossene, zusammenhängende Menge. 
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sogar „vollständig“ sein, d. h. alle von P ausgehenden Halbgeraden enthalten kam; 
und zwar sogar dann, wenn die betrachtete Menge M ein Kontinuum mit überall), 
Sek. Unv. ist®). Ein derartiges Verhalten von M in P stellt aber im gewissen Sinne " 
genaue Gegenteil von dem dar, was man üblicherweise als Differenzierbarkeit bezeie 
denn diese besagt, etwa für den einfachsten Fall, nämlich für Bogen y = f(x), daß in 
betrachteten Punkt an die gegebene Menge genau eine Tangente existiert (vgl.Nr. 3.) 
Indessen läßt sich, wie wir zeigen werden, die st. Sek. Unv. in Zusammenhang bringe 
mit der Differenzierbarkeit im eben erwähnten üblichen Sinne, weingstens in dem, hi 
allein zur Erörterung stehenden Falle eines Kontinuums; dabei kann man die Vorau 
setzung gegenüber der von Herrn Wagner gemachten noch abschwächen, insofern die 
st. Sek. Unv. nur für beinahe alle Punkte oder beinahe überall, d.h. überallbi 
auf eine abzählbare’) Menge von Ausnahmepunkten, vorhanden zu sein braucht. Es gih 
nämlich (vgl. Nr. 3. 6) der 


Erste Differenzierbarkeitssatz. Ein ebenes Kontinuum, dessen lokale Halbsekanier 
mengen beinahe überall stark unvollständig sind, besitzt beinahe überall genau eine Tangenk, 

Die im Satze zugelassenen abzählbaren Ausnahmemengen können auch unendli 
sein (Nr. 2.5.3. 1). 


1.3. Wie sich im Verlauf unserer Untersuchung herausstellte, gestaltet sich de 
Beweis für den ersten Differenzierbarkeitssatz (Nr. 1. 2) einfach im Anschluß an die 
handlung der Frage nach der Verteilung der Verzweigungs- und Endpunkte auf Kontinue, 
® mit beinahe überall st. Sek. Unv.; Verzweigungspunkt und Endpunkt im Sinne 
topologischen (dimensionstheoretischen) Kurventheorie verstanden (vgl. Nr. 3. 3). Aul 
diese Frage stößt man z. B. angesichts der Bemerkung, daß $ auch in solchen Punk 
in welchen 8 genau eine Tangente besitzt, noch ein ziemlich kompliziertes Verha 
aufweisen, etwa Verzweigungspunkt unendlich hoher Ordnung sein kann. Der V 
teilungssatz, welchen man so für Kontinua mit beinahe überall st. Sek. Unv. erhält, 
wie sich zeigt, allgemeiner für Kontinua mit beinahe überall schwach unvollstän 
digen lokalen Halbsekantenmengen, kürzer: schw. Sek. Unv.; dabei spred 
wir von schw. Sek. Unv., wenn die in Nr. 1.1 genannten Überdeckungssektoren 
nicht beliebig klein, ber wenigstens stets kleiner als x gewählt werden können (vl 
Nr. 2.2). Es gilt nämlich (vgl. Nr. 3.3.1) der 


Singularitätensatz. Ein (ebenes) Kontinuum mit beinahe überall schwach unvollstän 
gen lokalen Halbsekantenmengen besitzt (nur) abzählbar viele End- und Verzweigungspii 

Dieser Singularitätensatz gilt natürlich insbesondere für Kontinua mit bei 
überall starker Sek. Unv. 

1.4. Für Kontinua mit beinahe überall schwacher Sek. Unv. ist der für # 
Sek. Unv. gültige erste Differenzierbarkeitssatz nicht mehr allgemein gültig. Dies 
(Nr. 2.5.3.2) Beispiele, welche sich übrigens einem zweiten Differenzierbarkeili 
satz einordnen lassen, der für Kontinua mit fast überall schwacher Tgt. Unv. fl 
(vgl. Nr. 2.4 und Nr. 3.7). 


1.5. Wie schon angedeutet (Nr. 1.1) 1aßt sich der von Herrn Wagner für 
Fall st. Sek. Unv. bewiesene Satz verallgemeinern, nämlich dahin (vgl. Nr. 3.4. 1: 

Jedes (ebene) Kontinuum mit beinahe überall schwach unvollständigen lokalen Hal 
sekantenmengen ist eine stetige Kurve. 


s) „Überall“ bedeutet: In jedem Punkte der jeweils betrachteten 

*, Wagner, a.a. 0.'), 8.674, sowie die Bemerkung $. 676, Zeile 10 v. u. ff. Das Beispiel wird von 
oben im Text (Nr. 2.5.3.1) verwendet. 

?) „Abzählbar (viele)‘“ bedeutet: Keine oder endlich viele oder abzählbar unendlich viele. 
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Dies ist nicht mehr richtig, wenn in überabzählbar vielen Punkten nicht schw. 
Sek. Unv. besteht (Beispiel: Sinusoid). 

- 1.6. Über den Satz in Nr. 1. 5 hinaus ergibt sich schließlich (Nr. 3. 5. 1) der 

Satz. Jedes ebene Kontinuum mit. beinahe überall schwach unvollständigen lokalen 
Halbsekantenmengen ist eine reguläre Kurve-und zugleich erbliche Bogensumme. 

1.7. Die in Nr. 1.3, 1.5 und 1.6 angegebenen Sätze (Singularitätensatz, Satz von 
der Regularität und von der erblichen Bogensumme) gelten im wesentlichen unver- 
ändert für Kontinua im euklidischen A,mitn > 3, sobald man den Begriff der 
schwachen Unvollständigkeit der lokalen Halbsekantenmengen für n > 3 geeignet erklärt. 
Einesolche Erklärung der schw. Sek. Unv. ist beispielsweise diese: Für eine hinreichend 
kleine Kugelumgebung U des Punktes P von & soll U überdeckbar sein mit endlich 
vielen, P-offenen (vgl. Nr. 2. 1), untereinander P-fremden Sektoren, deren jeder s-fremd 
it zu 8, und enthalten in einem konvexen Eckraum®); unter einem Sektor ist dabei 
zu verstehen der Durchschnitt der (n-dimensionalen) Kugel U vom Mittelpunkt P mit 
dem P-offenen Kegel 3 (wobei 3 Summe von Halbgeraden mit P als Anfangspunkt 
it). Auf entsprechende Verallgemeinerung der Differenzierbarkeitssätze (Nr. 1.2; 1.4) 
sei hingewiesen. 

Eine weitere Verallgemeinerungsmöglichkeit besteht darin, daß man die Sektoren 
ersetzt durch geeignete, P-offene, zusammenhängende Punktmengen, welche P mit der 
Begrenzung von U verbinden. 

Auf alle diese Verallgemeinerungen wird hier nicht weiter eingegangen. 


2. Definition und Eigenschaften der betrachteten Unvollständigkeitsbegriffe. 
2.1. Unter einem Sektor, genauer: unter einem P-offenen Sektor bzw. einem 
abgeschlossenen Sektor mit P als Zentrum verstehe man jede Menge von Punkten 


(ng) mt Osr<a, 9, <p<gy, bzw mit OsrSa 9, Sp<sgp, wo r,p 
Polarkoordinaten mit P als Nullpunkt (r = 0) sind und 0 <a, 0 <g,— $,. Durch 
A 9, werde die Größe oder der (Öffnungs-)Winkel des Sektors gemessen; ins- 
besondere heißt also der Seklor kleiner als n, wenn 9 — 9, <r. Weiter werden be- 
zeichnet: aals Radius, fernerr=a, 9, Sp < 9,als (Kreis-)Bogen, weiter Sr Sa, 
9=gbzwgp= 9 als Schenkel des Sektors und schließlich 0 sr <a,0 s p <2n 
als die zum Sektor gehörige (offene) Kreisscheibe. Zwei (konzentrische) Sektoren heißen 
P-iremd, wenn ihr Durchschnitt nur das gemeinsame Zentrum P enthält. Ein (P- 
ölfener oder abgeschlossener) Sektor 8 heiße s-fremd zur Menge M, wenn M keine 
Schenkelpunkte von 3 enthält, ausgenommen P. Die Bezeichnungen P-offen, s-fremd 
ww. übertragen sich auf Winkelräume, d. h. auf Punktmengen 0 Sr, 94,92). 

2.2. Wir sagen, es besitze M in P schwach unvollständige lokale Halb- 
sekantenmengen (schw. Sek. Unv.), wenn es eine offene Kreischeibe U mit P als 
Zentrum gibt derart, daß MU sich überdecken läßt mit P-offenen Sektoren, deren jeder 
U als zugehörige Kreisscheibe besitzt, kleiner als r ist und P-fremd zu allen übrigen 
(also s-fremd zu MU). 

Die Anzahl dieser überdeckenden Sektoren kann übrigens steis als endlich, sogar 
kleiner als fünf angenommen werden. In der Tat: Es hei 5, eine von P ausgehende Halb- 
gerade, welche fremd ist zu U’ = (MU — (P)); eine solche existiert bei schw. Sek. Unv. 
stets. Weiter sei m+ bzw. m- derjenige P-offene Winkelraum, welcher vermöge Drehung 
von h, bei festem P um den Winkel + x bzw. — erzeugt wird. Ist die zu 5, kom- 

‚Plementäre Halbgerade h; fremd zu U’, so enthält sowohl tw+ als m- weitere derartige 
Halbgerade und die Überdeckung wird durch vier Sektoren geleistet; andernfalls ist h, 


®) Vgl. Haupt-Aumann, Differential- und Integralrechnung, Berlin 1938, I. Bi., 8. 160. 
Journal für Mathematik. Bd. 185. Heft 4. 30 
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enthalten in einem offenen Winkelraum kleiner als rn, dessen begrenzende Halbgerade 
fremd zu W’ und in w* bzw. iw- enthalten sind, so daß zur Überdeckung drei Sektoren 
h genügen. Und zwar liefern diese endlich vielen (drei bzw. vier) Sektoren eine Über. 
’ f deckung der oben erklärten Art. 

y Die starke Unvollständigkeit der lokalen Halbsekantenmengen (st. Sek. Uny) 
| ist derjenige Spezialfall der schw. Sek. Unv., bei welchem für hinreichend kleine U die 
# Überdeckung durch Sektoren geleistet werden kann, deren Öffnungswinkel sämtlich 
beliebig klein sind. | 

2.3. Unter einer Halbtangente h = h(P;M) an eine (ebene) Punktmenge ® 
in einem ihrer Häufungspunkte P verstehen wir jeden Limes einer Folge von Halb. 
geraden h,, wobei jede h, den Anfangspunkt P besitzt und einen von P verschiedenen, 
mit r> oo gegen Pkonvergierenden P, eM enthält. Die Menge aller h(P;M) bei festem 
P (und M) wird als Halbtangentenmenge oder als Kontingent C(P;M) vonMin 
P bezeichnet. Es ist C(P;M) abgeschlossen (im Raum aller von P ausgehenden Halb- 
geraden). 

2.4. Wir sprechen von schwach unvollständiger Halbtangentenmenge 
in P, abgekürzt: schw. Tgt. Unv., wenn C(P;M) sich überdecken läßt mit P-offenen 
Winkelräumen, die sämtlich kleiner sind als x, ferner P-fremd untereinander (also 
s-fremd zu C(P;M)). 

Anmerkung. Wegen der Abgeschlossenheit von C(P; 9) würde sich .übrigens 
der Begriff der schw. Tgt. Unv. nicht ändern, wenn in der Definition auch P-offene 
= überdeckende Winkelräume zugelassen würden, welche gleich r sind. 

\ 2.5. Vergleich der verschiedenen Unvollständigkeitsbegriffe. 
4 2.5.1. Die schw. Tgt. Unv. ist Spezialfall der schw. Sek. Unv. Denn im Falle 
schw. Tgt. Unv. können außerhalb der das Kontingent überdeckenden Sektoren (kleiner 















































h als x) nicht in beliebiger Nähe des betrachteten Punktes P Punkte von M liegen, weil von 
aus der Existenz solcher Punkte die Existenz einer nicht im Innern einer der Sektoren weni 
gelegenen Halbtangente an M in P folgen würde. klein 
Anmerkung. Die schw. Tgt. Unv. und die schw. Sek. Unv. unterscheiden sih®@ dien 
so: Eine hinreichend kleine Umgebung von P auf M ist überdeckbar mit P-offenn@ sind 
Sektoren kleiner als x (und s-fremd zu M), wobei im Falle schw. Tgt. Unv. die abge einer 
schlossenen Hüllen, im Falle schw. Sek. Unv. nur die offenen Kerne der Sektoren alı tang 
P-fremd angenommen werden können. Daher gibt es bei schw. Tgt. Unv. stets Sek über: 
toren (größer als Null), welche P-fremd sind zum Kontingent, während solche Sektor@f@ helie! 
nicht einmal bei starker Sek. Unv. vorhanden zu sein brauchen (vgl. dazu das Beispiel 
in Nr. 2.5.3. 1). erst 
2.5.2. Es gibt Kontinua mit überall schw. Sek. Unv., welche nicht beinahe überall vieler 
schw. Tgt. Uno. besitzen und auch nicht beinahe überall st. Sek. Une. (über 
Zum Beweis konstruieren wir einen einfachen Bogen ® mit überall schw. Sek. Um bharkı 
(also?) ein Kontinuum ohne Verzweigungspunkte (vgl. Nr. 3.3) und mit genau zwäß@ eich 
Endpunkten), dessen Kontingent in überabzählbar vielen Punkten einen Winkelraum der 
Größe n genau ausfüllt und welcher in diesen Punkten auch nicht st. Sek. Unv. besiid zller 
Ein solcher Bogen besitzt also in überabzählbar vielen Punkten insbesondere ein zum und : 
menhängendes Kontingent. Setzt 
Konstruktion von ®. Es sei ® in [0,1] = (0 < x <s 1) die Cantorsche triadischt & 
Menge. Diejenigen (offenen) Intervalle der Länge 3, welche Komponenten des Kom Bea 
plementes von ® sind, seien als die „»-ten Lückenintervalle“ Z, bezeichnd füllt 






®) K. Menger, Kurventheorie, Leipzig, 1932, S. 267. 
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„=1,2,... Über jedem Z, als Basis werde ein, in der Halbebene y > 0 gelegenes 
gleichschenkliges Dreieck D, mit der Höhe h, = 2v-! errichtet. Die Summe der, nicht 
in die x-Achse fallenden Seiten aller (zu » gehörigen) D, sei mit ©, bezeichnet. Dann 


_ wird durch die abgeschlossene Hülle von ze, ein Bogen ® der gewünschten Beschaffen- 


heit geliefert. 

"Beweis. 1. Jedenfalls ist ® darstellbar in [0,1] durch eine eindeutige stetige Funk- 
tion y=f(z2) = 0, ist also ein einfacher Bogen. 

2. Ferner ist ® für jedes x-im Innern eines L, von (sogar) st. Sek. Unv. Und in 

den auf der x-Achse gelegenen Punkten Q von ® ist wegen f(z) > 0 jede Umgebung 
von Q auf ® überdeckbar mit zwei offenen Sektoren, die beliebig wenig größer sind als 
2-!n und deren gemeinsamer Schenkel dem, in y > 0 gelegenen Lot im Punkte Q auf 
die x-Achse angehört. Somit besitzt ® überall schw. Sek. Unv. 

3. Jetzt betrachte man einen der überabzählbar vielen Punkte P von 8, die in 
der x-Achse liegen und irrationale x-Koordinate besitzen. Wir bezeichnen noch die 
nach Wegnahme aller L, mit» =1,...,n;n >24, aus [0,1] übrigbleibenden Intervalle 
(der Länge 3-*) als „n-te Restintervalle‘ R,. Dann liegt also P für jedes n im Innern 
genau eines R„ = R,(P); und A,(P) hat mit genau einem Z„=L,(P) einen End- 
punkt gemeinsam, n=1,2,... Da P im Innern aller R,(P) liegt, gibt es je unend- 
lich viele n, für welche Z,(P) rechts bzw. links an AR,(P) angrenzt. Da A,(P) und 
L,(P) beide die Länge 3-* besitzen, so bilden die von P ausgehende, nach der Spitze 
des über Z,(P) stehenden Dreiecks D, = D,(P) gezogene Halbgerade und die z-Achse 
einen Winkel «x mit 0 <a < 2-1, für welchen 

tg a > 2.n-1:2. 3 = n13r = gq.. 

Da q„—> oo mit n—oo, so gibt es von P ausgehende Halbgeraden, welche mit der, 
von P ausgehenden positiven bzw. negativen x-Halbachse Winkel bilden, die beliebig 
wenig unterhalb 2-1x liegen, und welche von P verschiedene Punkte aus einer beliebig 
kleinen Umgebung von P auf ® enthalten. Außerdem enthält die positive sowohl als 
die negative, von P ausgehende z-Halbachse Punkte von ®, welche beliebig benachbart 
sind zu P. Daher schließen die vorderen oberen und unteren Halbtangenten in Pan 8 
einen Winkel der Größe 2-!r ein; und ebenso die hinteren oberen und unteren Halb- 
tangenten. Somit!) wird vom Kontingent in P an ® ein Winkel genau der Größe n 
überdeckt; und von den lokalen Halbsekanten werden zwei Sektoren überdeckt, die 
beliebig wenig kleiner als 2-1x gewählt werden können, w.’z. z. w. 

2.5.3. Die schw. Tgt. Unv. und die st. Sek. Uno. überschneiden sich; d.h. es gibt 
erstens Kontinua mit überall st. Sek. Unv., deren Kontingent in abzählbar unendlich 
vielen Ausnahmepunkten vollständig ist, also dort insbesondere nicht von schw. Tgt. Unv. 
(überabzählbar viele derartige Ausnahmepunkte kann es nach dem ersten Differenzier- 
barkeitssatz (Nr. 1.2) nicht geben); zweitens Kontinua mit überall schw. Tgt. Une., 
welche in überabzählbar vielen Punkten nicht von st. Sek. Unv. sind. 

2.5.3.1. Zu Erstens. Beispiel: Es sei®) K(P;a), bei festem a> 0, die Menge 
aller Punkte (r,9), wo r, 9 Polarkoordinaten bezüglich P,; mit g = Ankm-!, Osrsam-! 
und allen ganzen, positiven, teilerfremden m, k, für welche k <m und mk=14,2,... 
Setzt man P,=(z=r!,y=0),a,=(,+1)%,»=1,2,..., so leistet 
8= [0,1] + IR(P,;a,) das Gewünschte. Man könnte übrigens 8 durch Hinzufügen 


„.eine8. anderen Kontinuums so abändern, daß die st. Sek. Unv. nur beinahe überall er- 
füllt ist. 


10) Vgl. Haupt-Aumann, a.a. 0.®), II. Bd., 8.87, Satz. 
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2.5.3.2. Zu Zweitens. Beispiel: Der einfache Bogen ® sei kartesisches Bild 
einer eindeutigen, stetigen, streng monotonen Funktion y = S(z2), O<xzS1, welche 
in keinem Punkte einer nicht-abzählbaren Lebesgueschen Nullmenge R entweder vorn 
oder hinten differenzierbar ist (d.h. welche für jedes ze weder eine endliche noch 
eine unendliche entweder vordere oder hintere Ableitung besitzt!!)). Einerseits nämlich 
kann nicht beinahe überall auf ® st. Sek. Unv. vorhanden sein, weil für ® der erste 
Differenzierbarkeitssatz (Nr. 1.2) nicht gilt. Andererseits ist überall auf ® schw. Tgt, 
Unv. vorhanden; denn wegen der Monotonie von S(z) ist das. Kontingent C(z2;®) für. 
jedes x aus [0,4] überdeckbar mit zwei abgeschlossenen Sektoren der Öffnung 2-12, 

Zusatz. Die schw. Tgt. Unv. erscheint nach dem eben Dargelegten als weniger 
schaffe Forderung gegenüber der st. Sek. Univ., insofern nämlich bei ihr möglicherweise 
in einer nicht-abzählbaren Mengs keine Tangente vorhanden ist; gleichzeitig gestattet 
die schw. Tgt. Unv. eine etwas schärfere Aussage als die st. Sek. Unv., insofern nämlich 
durch sie die Vollständigkeit des Kontingents ausgeschlossen wird. 


3. Beweise!2). 


3.1. Um uns im folgenden kürzer fassen zu können, schicken wir nachstehende 
naheliegende Hilfsbemerkung voraus, die wir der Vollständigkeit wegen auch be- 
weisen: 

Es sei € ein beliebiges (ebenes) Kontinuum (also nicht notwendig mit schw. Sek. 
Unv.). Ferner sei 8 eine zusammenhängende, mehrpunktige Menge, in welcher P ent- 
halten und für welche (3 — (P)) offen ist. Für eine (hinreichend kleine) Umgebung U, 
von P soll kein innerhalb U, gelegener Begrenzungspunkt von 8 zu (€ — (P)) gehören. 
Ist dann P Häufungspunkt von 3€, so enthält 3€ eine mehrpunktige Komponente, in 
welcher P enthalten ist; und folglich enthält die Begrenzung ® einer jeden hinreichend 
kleinen Umgebung U von P Punkte aus 3€. O. B.d. A. kann und soll ferner angenom- 
men werden, daß Punkte von 3€ außerhalb U, liegen. 

Beweis. Es sei {P,} eine Folge von Punkten aus 3€, welche gegen P konvergiert 
(P, + P). Nach dem Randsatz von Janiszewski!®) hat dann die, P, enthaltende Kompo- 
nente €, von (U,3 — (P))E entweder P oder Punkte von ®,€3 als Häufungspunkte, 
wobei ®, die Begrenzung von U, sein soll; dabei ist P, als innerhalb U, gelegen ange- 
nommen, was für schließlich alle » zutrifft. Gibt es nun ein » = n so, daß P Häufungs- 
punkt von €, ist, dann liefert €, eine, P enthaltende Komponente von €3 und es hat 
die Begrenzung jeder hinreichend kleinen Umgebung U von P Punkte mit €, gemeinsam!**). 
Gibt es aber kein solches €,, so läßt sich aus der Folge der Kontinua!°) €, eine kon- 


ıı) Eine überaus einfache Konstruktion soleher 8 (z) findet sich bei G. Faber, Über stetige Funktionen. II, 
Math. Ann. 69 (1910), S.399. Für diese S(z) von Herrn Faber ist die Nullmenge N sogar in- jedem Teilintervall 
des Definitionsbereiches von $(z) von der Mächtigkeit des Kontinuums (a. a. O., S. 400) und die Abieitung von 
$(z), soweit sie existiert, nimmt nur die Werte 0 und + oo an (a. a. O., S.397). Von Herrn Faber wird ausdrück- 
lich nur hervorgehoben, daß in den Punkten von N weder eine endliche noch unendliche Ableitung existiert. Daraus 
folgt aber die nicht-gleichzeitige Existenz der (endlichen oder unendlichen) vorderen und hinteren Ableitung 
in einer, in jedem Teilintervall überabzählbaren Teilmenge von N. Die gleichzeitige Existenz der vorderen und 
hinteren Ableitung in einem Punkte, in welchem die Ableitung nicht existiert, hätte nämlich zu: Folge, daß der 
betr. Punkt eine Ecke auf dem Bogen wäre; die Ecken sind aber abzählbar (vgl. Fußnote ®). 

12) Zur Erleichterung der Lektüre werden die Definitionen der benötigten Begriffe aus der topologischen 
theorie im Texte sämtlich angegeben. \ 

1) Vgl. F. Hausdorff, Mengenlehre, 3. Aufl., Berlin 1935, S. 161, XVII. 

14) Vgl. Hausdorff, a.a. 0.'), S.153, VII 

ı8) Mit I wird die abgeschlossene Hülle von IM bezeichnet. 
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vergente Teilfolge auswählen!®), deren Limes €, wieder eın Teilkontinuum von € ist!®). 
Es enthält dann €, sowohl P als Punkte von ®,3 und ist selbst enthalten in U,3. Und 
da (&, — (P)) fremd ist zur Begrenzung von 3 innerhalb U,, so besitzt auch 3€ eine 
Komponente, in welcher P enthalten ist!?). Die Begrenzung jeder hinreichend kleinen 
Umgebung von P ist daher!*) nicht fremd zu 3€, w. z. z. w. 

Anmerkung. Mengen 3 der oben betrachteten Art sind insbesondere die P-offenen, 
zu & s-fremden Sektoren mit P als Zentrum (Nr. 2.4): 

3.2. Unter einer Ecke Q der ebenen Punktmenge M verstehe man einen Punkt 
QM, dessen hinreichend kleine Umgebung auf M überdeckbar ist mit einem einzigen 
Sektor kleiner als x, welcher Q als Zentrum besitzt. Ferner heiße ZeM lokaler Zer- 


legungspunkt von M, wenn eine Umgebung U von Z auf M existiert derart, daß u 
von Z zerlegt wird, d.h. daß in der, Z enthaltenden Komponente von U zwei Punkte 


existieren, welche je einer von zwei fremden Teilmengen von ( u— (Z)) angehören, von 
denen keine einen Häufungspunkt der anderen enthält und deren Summe gleich 
(U — (Z)) ist!) 

Satz. Voraussetzung. Es sei & ein (ebenes) Kontinuum und P ein Punkt von €, 
in welchem & schw. Sek. Unv. besitzt. 

Behauptung. Ist P keine Ecke, so ist P lokaler Zerlegungspunkt von &. 

Beweis. Es seien 3,x=1,...,%, endlich viele (vgl. Nr. 2.2), eine Umgebung 
von P auf € überdeckende, P-offene, untereinander P-fremde Sektoren, welche kleiner 
als x und s-fremd zu € sind; ferner sei ®, eine (gemäß Nr. 2. 1) zu den 3,—=3,®, gehörige - 
offene Kreisscheibe. Wenn P keine Ecke ist, so müssen für jede hinreichend kleine 
Kreisscheibe ® mindestens zwei der 3,8 Punkte von ® enthalten, die von P verschieden 
sind. Daher gibt es zwei feste unter den 3,, etwa 3, und 3,, deren jeder eine gegen P 
konvergierende Folge von Punkten ?,, bzw. P,, aus € enthält (P,#P,P„*+P). 
Gemäß Nr. 3.1 besitzt daher sowohl 3,€ als 3,€ je eine, P enthaltende, mehrpunktige 
Komponente €, bzw. €,. Folglich liegen in der, P enthaltenden Komponente €, von 
®,& innere Punkte von 8, sowohl als von 8,. Bezeichnen wir mit b, den abgeschlossenen 
Kreisbogen von 3, (vgl. Nr. 2. 1), so sind andererseits die beiden Mengen 8, = b,+3,—(P) 
und #5 =b,+-:-+5b,+8,+:---+3,— (P) nicht leer, fremd zu einander und keine 
enthält einen Häufungspunkt der anderen. Wegen &% — (P) = E81 + €; ist daher 
P lokaler Zerlegungspunkt von €. | 

83.2.1. Voraussetzung. Es sei X ein (ebenes) Kontinuum mit beinahe überall schw. 
Sek. Unv. 

Behauptung. Die Menge aller Punkte von 8, welche nicht lokale Zerlegungspunkte 
von 8 sind, ist abzählbar. 

Beweis. Die Menge aller Ecken von & ist abzählbar!®). Daraus und aus Nr. 3.2 
folgt die Behauptung, wenn man beachtet, daß nur in abzählbar vielen Punkten von 
& nicht schw. Sek. Unv. herrscht 


3.3. Nunmehr gelangen wir zum Singularitätensatz. Wir benützen dabei die 
folgenden Bezeichnungen der topologischen Kurventheorie'?). Es heißt E ein End- 
punkt der Menge M, wenn es beliebige kleine Umgebungen von E gibt, für welche der 
Durchschnitt ihrer Begrenzung mit M genau einpunktig ist, und wenn es keine beliebig 


16) Vgl. Hausdorff, a. a, 0.12), $29, 8. 164. 

1?) Vgl. Menger, a.a. 0.), 8.164 (auch S. 18 und 153). 
8) Vgl. Haupt-Aumann, a. a. 0.°), I. Bd., S. 151. 

19) Menger, a.a. 0.), S. 99/99. 
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kleinen Umgebungen von E gibt, für welche dieser Durchschnitt leer ist. Ferner heißt 

ein Punkt V Verzweigungspunkt von M, wenn die Begrenzung jeder hinreichend 

kleinen Umgebung von V mindestens drei Punkte von M enthält. Ein Punkt, für welchen 

die Begrenzung jeder beliebig kleinen Umgebung mindestens zwei und gewisser beliebig 

kleiner Umgebungen auch genau zwei.Punkte von M enthält, heißt gewöhnlicher 

Punkt von M. Ist M speziell ein Kontinuum, so ist. kein Punkt P von M nulldimen- 
sional!®) (d.h. zu keinem Punkt von M gibt es beliebig kleine Umgebungen, deren Be- 

grenzung fremd ist zu M). Daher!) ist jeder Punkt eines Kontinuums entweder Endpunkt 

oder gewöhnlicher Punkt oder Verzweigungspunkt. 

Wir bemerken: 

Ist in einem Kontinuum’ 8 die Menge aller nicht lokal zerlegenden Punkte abzählbar, 
so sind beinahe alle Punkte von $ gewöhnliche Punkte. 

Beweis. Da ein Endpunkt niemals lokaler Zerlegungspunkt ist?°), so sind die End- 
punkte von 8 abzählbar. Ebenso sind nach Voraussetzung die nicht lokal zerlegenden 
Verzweigungspunkte abzählbar. Schließlich sind die lokal zerlegenden Verzweigungs- 
punkte eines Kontinuums immer abzählbar.*!) 

3.3.1.. Aus Nr..3.2.1 und Nr.3.3 folgt der 

Singularitätensatz. Beinahe alle Punkte eines (ebenen) Kontinuums mit beinahe 
überall schw. Sek. Unv. sind gewöhnliche Punkte. 

Zusatz. Jeder Endpunkt E eines solchen Kontinuums ist eine Ecke, falls in Z 
schw. Sek. Unv. vorhanden ist. 

3.4. Ein Punkt P heißt regulärer Punkt?) der Menge M, wenn es beliebig 
kleine Umgebungen von P gibt, deren Begrenzungen nur endlich viele Punkte von M 
enthalten. Die Menge aller irregulären (d. h. nicht regulären) Punkte einer abgeschlos- 
senen Menge ist aber??) entweder leer oder sie enthält ein Kontinuum, also!*) überabzähl- 
bar viele Punkte. Sind daher beinahe alle Punkte eines Kontinuums regulär, so sind 
sogar alle regulär, d. h. das Kontinuum ist eine reguläre Kurve. Da eine reguläre Kurve 
erblich zusammenhängend im Kleinen ist”), folgt also: 

Ein Kontinuum €, dessen Punkte beinahe alle regulär sind, ist eine reguläre Kurve, 
insbesondere also eine stetige Kurve (nämlich [sogar erblich] zusammenhängend im Kleinen). 

3.4.1. Da jeder gewöhnliche Punkt regulär ist, so folgt aus Nr. 3. 3.1 und Nr 3,4 
insbesondere 

Jedes (ebene) Kontinuum mit beinahe überall schw. Sek. Unv. ist eine stetige Kurve. 

3.5. Eine Punktmenge M wird als Bogensumme bezeichnet, wenn M darstellbar 
ist als Vereinigung abzählbar vieler einfacher Bogen®). Und eine'stetige Kurve € heißt 
erbliche Bogensumme, wenn sowohl € als alle Teilkontinua von € Bogensummen 


20) Menger, a.a. 0.9), 8.164, Zeile 11 v. o. 

#1) Mönger, a.a. 0.°), 8.164. Auf den Satz von der Abzählbarkeit der lokal zerlegenden Verzweigungs- 
punkte hat mich Herr Nöbeling gelegentlich einer Unterhaltung über die Wagnersche Arbeit zu Beginn meiner 
Untersuchung freundlicherweise aufmerksam gumacht, 

#8) Menger a.a.0.), 3.96. 

#2) Menger, a. a. 0.°), 8.127. Den Hinweis auf diesen Satz und auf die daraus folgende Regularität aller 
Punkte eines Kontinuums, dessen Punkte beinahe alle regulär sind, verdanke ich Herrn Nöbeling. Ursprünglich 
hatte ich nur gezeigt, daß ein Kontinuum, dessen Punkte beinahe alle regulär sind, eine stetige Kurve ist (was 
zum Beweise der Sätze in Nr. 8. 4. 1 und Nr. 8. 5 ausreicht). Und zwar bestand mein Beweis in einer Ausdehnung 
des von Herrn Wagner im Falle st. Sek. Unv. gegebenen Beweises auf den Fall regulärer Punkte. 

#4) Menger, a.a. 0.), 8. 256. 

*) Ist ein Kontinuum & Bogensumme, so ist € sogar darstellbar als Vereinigung abzählbar vieler einfacher 
Bogen, welche paarweise höchstens Endpunkte gemeinsam haben. Vgl. Chr. Pauc, Sur les sommes d’ares, Revue 
Seientifique (Rose), Paris, 1940, S. auch Pauc, a.a.0.?”), 8.87, Fußnote 10, 
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sind. Eine stetige Kurve ist dann und nur dann erbliche Bogensumme, wenn die Menge 
der nicht lokal zerlegenden Punkte von € abzählbar ist?®). Aus Nr. 3. 4. 1 und Nr. 3. 2.1 
folgt daher 

Jedes (ebene) Kontinuum mit beinahe überall schw. Sek. Unv. ist erbliche Bogen- 
summe. 

Anmerkung. Ein Kontinuum € ist jedenfalls dann erbliche Bogensumme, wenn 
das Kontingent von € beinahe überall nicht-zusammenhängend ist?”). Diese Bedingung 
ist für ebene Kontinua ® mit beinahe überall st. Sek. Unv. oder beinahe überall schw. 
Tgt. Unv. erfüllt; für schw. Tgt. Unv. ist dies eine Folge der Abzählbarkeit der Ecken 
(vgl. Nr. 3.2. 1, Beweis), für st. Sek. Unv. eine Folge des ersten Differenzierbarkeits- 
satzes (Nr. 3. 6). Somit liefert für diese beiden Spezialfälle der Satz von Herrn Pauc”) 
ebenfalls einen Beweis für die Darstellbarkeit von 8 als erbliche Bogensumme. Die 
Bedingung des Nicht-Zusammenhanges des Kontingents ist aber nicht für alle ebenen 
Kontinua mit schw. Sek. Unv. erfüllt; dies wird durch das Beispiel in Nr. 2. 5. 2 gezeigt. 

3.5.1. Die in Nr. 3.2; 3.5 gewonnenen Ergebnisse liefern den 

Satz. Ein (ebenes) Kontinuum ® mit beinahe überall schwach unvollständigen 
lokalen Halbsekantenmengen ist eine reguläre Kurve (im Sinne der topologischen Kurven- 
theorie) sowie erbliche Bogensumme. Beinahe alle Punkte.von 8 sind überdies gewöhnliche 
Punkte. 

3.6. Wir sagen, eine Menge M besitze in einem ihrer Häufungspunkte H genau 
eine Tangente, wenn das Kontingent von M in H genau zwei Halbtangenten enthält 
und wenn diese sich zu einer vollen Geraden ergänzen (komplementäre Halbtangenten). 

Erster Differenzierbarkeitssatz. Ein ebenes Kontinuum ® mit beinahe überall 
siark unvollständigen lokalen Halbsekantenmengen besitzt beinahe überall genau eine 
Tangente. - 

Beweis. (1) Da die st. Sek. Unv. Spezialfall der schw. Sek. Unv. ist, so genügt es 
gemäß Nr. 3, 3. 1, die gewöhnlichen Punkte Q von & zu betrachten. 

(2) In einem gewöhnlichen Punkte Q gibt es aber höchstens zwei verschiedene 
Halbtangenten an £&. 

Da nämlich ein gewöhnlicher Punkt zufolge seiner Definition die Eigenschaft 
besitzt, daß die Begrenzungen gewisser beliebig kleinen Umgebungen genau zwei 
Punkte mit 8 gemeinsam haben, so folgt (2) aus der etwas schärferen Aussage 

(2a) Besitzt $ im Punkte P mindestens n verschiedene Halbtangenten (n > 1), so 
enthält die Begrenzung jeder hinreichend kleinen Umgebung U von P mindestens n ver- 
schiedene Punkte von 8, falls & in P st. Sek. Une. besitzt. 

In der Tat: Sind H,j=1,...,n;n 21, diese Halbtangenten, so folgt aus der 
vorausgesetzten st. Sek. Unv. die Existenz von n untereinander P-fremden, P-offenen 
Sektoren 3,, die sämtlich s-fremd sind zu 8 und wobei (8,—(P)) im Innern von 8, 
degt (j—=1,...,n). Da 5, Halbtangente an 8 in P sein soll, so enthält 3, eine gegen 
P konvergierende Folge von Punkten aus $, welche sämtlich von P verschieden sind. 
Daraus und aus Nr. 3.1 folgt die Behauptung (2a). 

Schließlich haben wir 

(3) Besitzt 8 in Q höchstens zwei Halbtangenten, so ist Q entweder eine Ecke 


®*) O. G. Harrold jr., Hereditary arc sums, Duke math. Journ. 5 (1939), 8.111, Nr.1, (4). 

?7) Chr. Pauc, Les möthodes direetes en caleul des variations et en g6omötrie diff6rentielle, These (Paris, 
Hermann et Co., 1941), S.87. Vgl. auch dazu Chr. Pauc, Unification des processus g6nsrateurs des divers con. 
fingents et paratingents, C. R. Acad. Sci. Paris 206 (1938), 1242—1244;; ferner Topologie des contingents et; para- 
fingents, Rend. eircolo Mat. Palermo 62 (1939), 137—238. 
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oder ein Punkt mit genau einer Tangente. Da die Ecken abzählbar sind!®), ist damit 
alles bewiesen. 

1. Zusatz. Aus der vorstehend bewiesenen Aussage (2a) folgt noch, daß in jedem 
Endpunkte E von ® genau eine Halbtangente existiert, falls ® in E st. Sck. Une. besitzt, 

2. Zusatz. Beim Beweis der Aussage (2a) wurde die Voraussetzung der starken 
Sek. Unv. voll ausgenutzt. Läßt man diese Voraussetzung fallen, so braucht der erste 
Differenzierbarkeitssatz nicht mehr zu gelten. Vgl. das Beispiel in Nr. 2.5.3. 2. 

8.7. Anmerkung. Der in Nr.1. 4 erwähnte Differenzierbarkeitssatz besagt, daß 
jede ebene Punktmenge, deren Halbtangentenmengen fast überall schwach unvollständig 
sind, fast überall genau eine Tangente besitzt. „Fast überall‘ heißt hierbei soviel wie: 
„überall bis auf eine Punktmenge von der Länge Null“. Dies folgt unmittelbar aus 
bekannten Sätzen®), 


#) Vgl. F. Roger, Les propriöt6s tangentielles des ensembles euclidiens de points, Acta math. 69- (1938), 
8. 99tf., sowie auch Haupt-Aumann, a. a. 0.°), II. Bd., 8. 108. — In meinem Manuskript war ursprünglich de 
obige Differenzierbarkeitssatz nur für Kontinua und nur für den Fall formuliert, daß die Halbtangentenmenge 
beinahe überall schwach unvollständig ist. Die Herren Pauc und Roger haben mich freundlicherweise darauf 
aufmerksam gemacht, daß der (von mir gegebene Beweis und damit der) Satz für beliebige Punktmengen und 
für fast überall schw. Tgt. Unv. gilt. 





Eingegangen 18. Dezember 1941. 
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Über eine Mittelwertformel für Richtungsfunktionale 
im Vektorraum und einige Anwendungen 


Von H. Hadwiger in Bern. 





Ein System von endlich vielen Vektoren eines s-dimensionalen Vektorraumes, die 
alle in einem festen Punkt O0 angreifen, heißt Vektorstern. Wir betrachten in dieser 
Arbeit eine spezielle Klasse von skalaren Funktionen der Richtungen im Vektorraum, 
die solchen Vektorsternen zugeordnet werden. Repräsentant einer Raumrichtung ist 
ein von 0 ausgehender Einheitsvektor. Der einer bestimmten Raumrichtung zugewiesene 
Funktionswert ist ein Funktional des Vektorsternes, über das vorausgesetzt wird, daß 
es additiv und drehinvariant sei und einen bestimmten Dilatationsgrad aufweise. Das 
Funktional in Abhängigkeit von den Raumrichtungen kann in naheliegender Weise als 
Funktion auf der s-dimensionalen Einheitskugel gedeutet werden. Von dieser Funktion 
setzen wir voraus, daß sie im Riemannschen Sinn eigentlich integrierbar sei. ; 

Der auf diese Weise eingeführte Begriff des Richtungsfunktionals ermöglicht eine 
allgemeine, einheitliche Durchführung von gewissen Untersuchungen, die sich auf Vek- 
torpolygone, Vektorreihen, Linearformen und andere verwandte Gegenstände beziehen. 
Die Voraussetzungen haben wir so eng gewählt, daß es gelingt, eine allgemeine Aussage 
über den Wertevorrat des Funktionals zu machen, nämlich eine scharfe Mittelwertformel 
anzugeben. Es zeigt sich sodann, daß zahlreiche in der Literatur zerstreut liegende Er- 
gebnisse als Spezialfälle in dem erwähnten Mittelwerttheorem enthalten sind. So er- 
geben sich unmittelbar zwei Theoreme von H. J. Hamilton!) über Reihen komplexer 
Zahlen, dazu ihre Verallgemeinerungen auf den s-dimensionalen Vektorraum. Ferner 
ergibt sich eine Erweiterung einer Formel von A. E. Mayer?) für die polygonale Streck- 
barkeit des s-dimensionalen Raumes. Weitere Theoreme werden als Beispiele für die 
Anwendbarkeit der allgemeinen Formel entwickelt. 

Unter der oben angedeuteten Eigenschaft der Mittelwertformel, scharf zu sein, 
verstehen wii folgendes: Zu jedem Funktional der betrachteten Art gibt es Vektor- 
sterne, für die der Wert des Funktionals in Abhängigkeit der Raumrichtungen fast- 
konstant ausfällt, d.h. sich von dem durch die Formel gelieferten Mittelwert um be- 
liebig wenig unterscheidet. Der Mittelwert ist demnach die scharfe obere Schranke für 
den Minimalwert bzw. die scharfe untere Schranke für den Maximalwert des Funk- 
tionals. 


ı) H. J. Hamilton, A theorem on subsequeneas, Amer. math. Monthly 44 (1937), 586—587. H. J. Hami lton, 
. Some theorems on subsequences, Bull. Amer. Math. Soc. 44 (1938), 298-304. 

2) A. E. Mayer, Größte Polygone mit gegebenen Seitenvektoren, Comment. math. helv. 10 (1938), 288-301. 
A.E. Mayer, Über den größten Durchmesser kovektorieller Polygone, Ergebnisse eines math. Kolloquiums 
(Wien) Heft 8 (1937), 37. 


Journal für Mathematik. Bd. 185. Heft 4. 31 
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Der allgemein geführte Nachweis dieser Eigenschaft bildet den wesentlichen Teil 
der vorliegenden Note?). Zur Durchführung benötigen wir einen Hilfssatz über Rie 
mannsche Integrale von Funktionen auf Kugelflächen, der eine in bezug auf die Gruppe 
der Kugeldrehungen gleichmäßige Approximierbarkeit des eigentlichen Integrals durch 
Darbouxsche Summen ausdrückt. Im 1-dimensionalen Fall, wo die auf der- Peripherie 
des Einheitskreises definierte Funktion als 2r-periodische Funktion des Winkelargu- 
mentes geschrieben werden kann, kann diesem Hilfssatz die folgende Fassung gegeben 
werden: 

Satz IIa. Ist die periodische Funktion plz) = plz + 2n) eigentlich integrierbar, so 
gibt es zu jedem e> 0 eine Auswahl von endlich vielen Argumenten x%,, %y, - » +, Zy 50, daß 
für alle a 

Y(zı + &) + Plz 32 +: + Az +) _ Yre] <e 





ausfällt, wo 
ıf / 
Mio] = 2, [via 


den Mittelwert von gp(x) bezeichnet. 

Die durch diesen Satz zum Ausdruck gebrachte Translationsinvarianz der Approxi- 
. mation des Integralmittelwertes, die hier als Folge der Riemannschen Integrierbarkeit 
dargestellt werden soll, wird bei gewissen Definitionen abstrakter Integrierbarkeiten für 
Funktionen über Gruppen umgekehrt wesentlicher Bestandteil der Definition. Vgl. 
hierzu die von J. von Neumann‘) in der Theorie der fast-periodischen Funktionen ein- 
geführte „Mittelbarkeit‘‘ und ähnliche Begriffsbildungen bei W. Maak°). 

Der in dieser Arbeit bewiesene Hilfssatz über Funktionen auf Kugelflächen kann 
als direkte Erweiterung des oben formulierten Hilfssatzes über Riemannsche Integrale 
periodischer Funktionen interpretiert werden. 


1. Das Richtungsfunktional. 
Es sei 
(1) 1 On: PREEPEDRE Mn 
ein Vektorstern ©, des s-dimensionalen Vektorraumes. Die skalare Funktion 
(2) Ole} 
der Richtung e im Raume (e ist ein Einheitsvektor der Richtung und stellt die unab- 
hängige Veränderliche dar) sei ein dem Vektorstern ©, zugeordnetes Richtungsfunk- 
tional. 
Wir setzen voraus: 
® ist additiv, d.h. wenn sich ©, in ©, und &, zerlegen läßt,n=p +9, so gilt 
(A) ®{S,, e}= d{6,, e}+ 0{6S, e}-. 
© ist drehinvariant, d. h. wenn T eine Drehung des Vektorraumes um den Ursprung 
0 bezeichnet, so gilt 


®) Der Beweis der Schärfe der Schranke für ein spezielleg konkret vorgegebenes Richtungsfunktional 
gelingt naturgemäß leichter. Vgl. das von A. E. Mayer angewandte Symmetrisierungsverfahren in der in !) zi- 
tierten ersten Arbeit, Seite 294-2%. 

*,J. von Neumann, Almost periodic functions in a group. I., Trans. Amer. Math. Soc. 86 (1934), 44543, 

®) W.Maak, Integralgeometrie 18 (Grundlagen der ebenen Integralgeometrie), Math. Abh. Hamburg 12 
(1988), '88—110, bes. 87. 
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®{T(6,), T(e)} = D{S&„ e}- 

©® hat den Dilatationsgrad « (Z 0), d.h. wenn A&,, A> 0, den Vektorstern be- 
ssichnet, der aus ©, durch Multiplikation aller Vektoren mit A hervorgeht, so gilt 

(C) ®{16,,e}= #0{S,,e}-. 

® ist im Riemannschen Sinn eigentlich integrierbar, d. h. es existiert das über die 
s-dimensionale Einheitskugel X, erstreckte Integral 

(D) SPS. e}do; 
dw bedeutet das Oberflächenelement von K, an der Stelle, die durch den Einheits- 
vektor e bezeichnet ist. 


2. Eine allgemeine Mittelwertformel. 
Wir befassen uns im folgenden mit dem über X, erstreckten Integralmittelwert 


win 16) = [08 ©)do, 


(4) = Ayr) = Oberfläche von X,, 

s 
rG 
des Richtungsfunktionals ®. Auf Grund der Voraussetzungen (A) bis (D) ergibt sich 


die Beziehung 
(5) ent _ 1 (ofen e)an. 
Zar ° 
Die rechte Seite von (5) ist ersichtlich nur vom Funktional ® abhängig (e, ist 
ein fester Einheitsvektor); darin liegt die Bedeutung dieser Mittelwertformel für die 


Anwendungen, die darin besteht, eine für alle Vektorsterne gültige Aussage über den 
größten oder kleinsten Wert des Quotienten 


(6) Dim e} 
Ele 
zu machen. Die Verifikation von (5) ist sehr einfach. Mit Rücksicht auf (A) zerlegen 
wir zunächst 
ud n 
0{&„,e}= 2 0{a, e}. 
Wenn 


a, 
e, = 
1a, 
gesetzt wird, ergibt sich weiter nach (C) 

(7) 0[S,e}= 2 la," ©fe„e}-. 


Aus (B) folgt, daß das Integral über K, 
Se, e}dw 
für alle »=4,2,..., rn den gleichen Wert erhält; wenn e, einen beliebigen festen Ein- 
heitsvektor bezeichnet, schreiben wir dafür 
(8) SO{en e}do , 
ein Wert, der nur.vom Funktional abhängt. Berechnen wir den Integralmittelwert (3) 


nach (7) mit Verwendung von (8), so ergibt sich nach kleiner Umformung die Mittel- 
81* 
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wertformel (5). Im Hinblick auf die Drehinvarianz (B) kann ®{x,, e} nur eine Funktion 
des Zwischenwinkels # der beiden Einheitsvektoren sein. Wir setzen 

(9) Ofe„e}= x). 

Für den Integralmittelwert über X, 


1 
ergibt sich nach geläufiger Umrechnung der Ausdruck 


(11) er [ee sin’?0d0. 
Var en). i 


‘Wir geben nun der Mittelwertformel die folgende endgültige Gestalt: . 
Satz 1. Ist M{©,} der Integralmittelwert (3) des Richtungsfunktionals ® {S,, e}, 
das den Voraussetzungen (A), (B), (C), {D) genügt, so gilt 


u)_ 6) 


n ae Re FE & 9 x(6) sin’?0.d0 y 
Ft vr 1) 


0 


wo x(®) durch (9) definiert ist. 


3. Ein Hilfssatz über Riemannsche Integrale von Funktionen auf Kugelflächen. 


Die Funktion 9 sei auf der Kugelfläche X, definiert, und dort im Riemannschen 
Sinn eigentlich integrierbar. M[ Y] sei der Integralmittelwert 


4 
(12) M[gp] = anf rde 5 


Die Funktion kann als Funktion über der Gruppe der Drehungen X der Kugelfläche K, 
in sich dargestellt werden, indem man der Drehung X denjenigen Wert als Funktions- 
wert 9(X) zuordnet, den die ursprünglich gegebene Funktion 9 in dem Punkte an- 
nimmt, der durch 'die Operation X aus einem beliebigen, aber fest gewählten Anfangs- 
punkt hervorgeht. Die mit dieser Interpretation verbundene formalö Darstellung ist 
der in dieser Note entwickelten Sachlage gut angepaßt und gestattet, den Hilfssatz 
bequem auszusprechen. Dieser lautet: 

Satz II. Zu jedem e> 0 gibt es endlich viele Elemente X,, X, .. -, Xy, ausgewählt 
aus der Gruppe der Drehungen der Einheitskugel K, in sich, so, daß für alle Drehungen A 
der Gruppe 





gilt. 

Die Gruppe ist hier multiplikativ geschrieben, im Gegensatz zu dem in der Ein- 
leitung angeführten 1-dimensionalen Spezialfall, wo die Gruppe der Kreisdrehungen 
als Additionsgruppe der reellen Zahlen mod 2r dargestellt ist. 


Beweis. Es bezeichne Z,(»=1,2,3,...) eine Zerlegung von X, ın 2 gleiche 
Zellen der Größe ®,2”, die alle von einem Kugelkreis vom Radius o, bedeckt werden 
können. Die Deckradien o, (r=1,2,3,...) sollen eine Nullfolge bilden. Z, bedeute 
die volle Kugelfläche, Z, entstehe aus Z,_, dadurch, daß alle 2-1 Zellen von Z,., 
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halbiert werden. Z,(A) bezeichne die Zerlegung von X,, deren Zellen durch die Dreh- 
operation A aus denjenigen von Z, hervorgehen; die Zahlen M,,(A) und m,,(A) sollen 
die obere und die untere Schranke der Funktion 9 in der k-ten Zelle (| sk<s?’) der 
Zerlegung Z,(A) bedeuten. Wir setzen noch abkürzend N = 2’. Für ein festes A der 
Drehgruppe werden im Hinblick auf die Voraussetzung über 9 und auf die Konstruk- 
tion der Zerlegungsfolge Z,, die ErR 


(a) RR TE MA) — Sp do 
und 
oa. 
(b) VA) = Sp do — T: EmnlA) 


nichtnegative monotone Nullfolgen. Wir setzen zunächst voraus, daß die Funktion 
stetig sei. Die Schranken M,,(A) und m,,(A) sind dann als Funktionen von A stetig. 
Die Stetigkeit der Funktion über der Drehgruppe wird auf Grund einer geeigneten Metrik 
definiert. Die Folgen (a) und (b) sind dann monotone Folgen nicht negativer, stetiger 
Funktionen über der kompakten A-Menge, die gegen die stetige Grenzfunktion Null 
konvergieren. Nach der beim Beweis des Satzes von Dini®) über die gleichmäßige Kon- 
vergenz monotoner Folgen stetiger Funktionen üblichen Schlußweise, gibt es zu einem 
e> 0 ein „ so, daß für alle A der Gruppe 

(c) U (A)<eo, und V,(A) <ew, 
ausfällt. Wir wählen nun in jeder Zelle der Zerlegung Z, einen Punkt aus; X,, X, .: „Xy 
(N = 2*) sollen die Drehungen bezeichnen, durch die die oben genannten Punkte 
aus dem fest gewählten Punkt der Kugel hervorgehen. 

Die den Punkten der Zellen der Zerlegung Z,(A) zugordneten Drehungen sind 
dann AX,„AXy,..., AXy. 

Wegen 

m,(A) s p(AX,) s M (A) 


lolgt aus (a), (b), (ec), 


nun, [rdo <e 


für alle A der Gruppe. Damit ist der Hilfssatz für stetige Funktionen bewiesen. 
Es sei nun 9 eine beliebige, aber eigentlich integrierbare Funktion. Bekanntlich 
gibt es zu einem e > 0 stetige Funktionen 9, und 9,, so daß 


9 SpSp 


und 
M[ 9] — Ml[pı] <; 


ist. Es gibt nun ein System von -Drehungen 
Xn X, .. ”, Xy E} 
0 daß für alle A der Drehgruppe simultan 


N € 
Inf Y(AX,) — Mlpı] <; 


ı e 
mE 9(AX,) — Mlp,]| < 2 


®) Vgl. etwa: R. Couränt, Vorlesungen über Differential- und Integralrechnung, Berlin 1931, 8. 89— 9%. 
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gilt. Mit Rücksicht auf die Beziehungen 
9, (AX) S P(AX) S 9, (AX), 


MP) — Mloıl<; 


€ 


Mel—Mlel <5 


rechnet man aus, daß 


An 
N AK) — Mlp]| <e 


für alle A gilt. Damit ist der Hilfssatz vollständig bewiesen. 


4. Fast-konstante Funktionale. 


Wir können jetzt auf Grund des eben bewiesenen Hilfssatzes zeigen, daß es zu 
jedem Richtungsfunktional der von uns betrachteten Art Vektorsterne gibt, für die 
das Funktional fast konstant ist. Darunter verstehen wir folgendes: 

Zu jedem &> 0 kann ein Vektorstern so gefunden werden, daß 


DiEn eo c 

z|uf 

für alle Richtungen gilt. Die nur vom Funktional abhängige Konstante C hat den Wert 
(14) [ot erao, 

d.h. stellt den Integralmittelwert (10) dar, der auch durch (11) gegeben ist. Hieraus 


folgt: 
iO [ x(0) sin’? 0 d® 


Satz Ia. Der Wert 
s—i 
er); 


_ istdie genaue untere Schranke des Maximums bzw. die genaue obere Schranke des Minimums 


. von 
Sin e) 
Zef 
Ob es Vektorsterne gibt oder nicht gibt, für die ein gegebenes Richtungsfunktiona 
exakt konstant ist, kann auf Grund der Voraussetzungen (A). bis (D) allein nicht ent- 
schieden werden. Wir werden durch Beispiele belegen, daß. beide Möglichkeiten vor 
kommen. 
Wir setzen 


(13) <e 


p(X) = 0{6,, X1(e,)}, 
nehmen also eine Funktion über der Drehgruppe von der im Hilfssatz des voraus- 
gehenden Abschnittes betrachteten Art. 
Es gibt dann zu e> 0 eine Anzahl von endlich vielen Drehungen X,, X, ---, Äy 
so, daß 


1 4 n 
(a) PP: 0{6,X;' a); | Ole e) do <e2|a,} 
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ausfällt für alle A. Nach der Voraussetzung (B) kann in dieser Relation 
95, YA He} = O{X 5), AUeo)} 
gesetzt werden. Bezeichnet ©} den Vektorstern 


N 
re XS), m=nN, 
so ergibt sich jetzt aus (a) unter Berücksichtigung der Voraussetzung (A) 
4 1 n 
(b) mot are) [Ola ©) a0 |<eZlaf. 
Offenbar ist 
vZiar=2ler, 
d.i. die Potenzsumme des Vektorsternes ©}, so daß aus (b) 
* 
(e) ® {Em B> c 
ze! 
1 
resultiert, wenn man berücksichtigt, daß zu jedem beliebigen e eine passende Drehung A 
so gewählt werden kann, daß e = A!(e,) ist. Ferner wurde noch die Mittelwertformel 


1 n 
= ; ®{S,, e}do = 2| a,['C, € die Koustante (14), 
8 


verwendet. Damit ist der Nachweis für (13) erbracht. 


<e 


5. Verteilung von Raumrichtungen in Winkelräumen. 
Die Gesamtheit der von Null ausgehenden Vektoren, die mit dem Einheitsvektor e 
einen Winkel bilden, der den Wert 0,0 <o < n nicht überschreitet, nennen wir Win- 


kelraum; wir bezeichnen ihn mit W (e). 

Als erstes Beispiel betrachten wir folgendes Richtungsfunktional: 

®{&,, e} = Anzahl der zu W,(e) gehörenden Vektoren des Vektorsternes &,. 

© ist offensichtlich ein Richtungsfunktional der von uns betrachteten Art vom Dila- 
tinsgrad «= 0. 

Die mit (9) eingeführte Hilfsfunktion ist 

_j10s9<So9) 
(9) -I (e <9). 

Für den Integralmittelwert des Funktionals ergibt sich nach der Mittelwertformel 


$ e 
er) 
FEUER... ARE 0-2 
M{&,} = ai FIR sin’? 0 d6. 
varl p) 
Wir erwähnen folgende Folgerung: 


Satz III. Zu n von einem Punkt des Sibirien Raumes ausgehenden Rich- 
tungen kann siets ein Winkelraum W, gefunden werden, der nicht weniger als 


(15) 


) : 
z sin *? 0 dO 


un 
- 0 
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6. Verallgemeinerung eines Theorems von H. J. Hamilton. 
Als weiteres Beispiel wählen wir: 
0{&„,e}= Zja|, 
Wo 


d.h. das Funktional ® stellt die Summe der Beträge derjenigen Vektoren von ©, dar, 
die im Winkelraum W, liegen. 
® ist ein Richtungsfunktional vom Dilatationsgrad «x = 1. Der Integralmittelwert 


des Funktionals ist 
o 


(16) m&)=|— 2 [ sin0a0)£|a,|. 
Yan l 


Wir ziehen die Folgerung: 
Satz IV. Zu n von einem Punkt des s-dimensionalen Raumes ausgehenden Vektoren 


n 
Ay, Ag. +, Am 2 |a,| =1, 
gibt es immer einen Winkelraum W, so, daß die Betragsumme P> |a| der in ihm enthaltenen 
e 


Vektoren nicht kleiner ist als 


o 


) fo 


Dieser Satz läßt sich auch auf absolut konvergente Vektorreihen sinngemäß über- 
tragen. 

In dieser Fassung handelt es sich um eine Erweiterung eines von H. J. Hamilton‘) 
im speziellen Fall s = 2 ausgesprochenen Theorems über absolut konvergente Reihen 
komplexer Zahlen. 


7. Erweiterung eines Theorems von A, E. Mayer. 
Wir setzen 
0[5„,e} = ALOE 
wo die Summation über alle Vektoren von ©, erstreckt werden soll, die im Winkelraum 


We) liegen. Ee handelt sich wieder um ein Richtungsfunktional vom Dilatationsgrad 
«= 41. Hier gilt 
m fese (_<H<o) 
= |0 (e<9) 
Als Integralmittelwert ergibt sich 


(17) M{&,} = 


Berücksichtigt man, daß 


mensic 


E. 
?) Vgl. die unter ') zitierte erste Arbeit. e- 


Jou 
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ist, so folgert man: 

Satz V. Zu n von einem Punkt des s-dimensionalen Raumes ausgehenden Vektoren 
ie; B> la,|=1, gibt es immer einen Winkelraum W, so, daß der Betrag 
|£a| der Summe der in ihm enthaltenen Vektoren nicht kleiner ausfällt als 


) 


= sin’! o. 
’ 1 

ar) 

Besondere Beachtung verdient der Spezialfall oe = z Der Winkelraum wird 


dann zu einem Halbraum, und das Richtungsfunktional wird stetig. Verstehen wir unter 
dem Durchmesser eines Vektorpolygons die größte Distanz zwischen irgend zwei Eck- 
punkten, so läßt sich der oben erwähnte Spezialfall der Aussage wie folgt, formulieren: 

Satz Va. Die Vektoren a, Qy..., a„ eines Vektorpolygons der Gesamtlänge 


n * - 
& | a,| = 1 lassen sich immer so umordnen, daß der Durchmesser des umgeordneten Poly- 


sons nicht kleiner au.fällt als 


re) 


Dieser Satz stammt von A.E.Mayer®) während der Spezialfall s = 2 mit der 
unwesentlichen Erweiterung auf unendliche absolut konvergente Reihen durch H. J. 
Hamilton®) untersucht wurde. 


8. Verallgemeinerte Trägheitsmomente. 
Es sei x>0 und 
o{&,e}= B> (a„e)f. 


® ist ein Richtungsfunktional vom Dilatationsgrad &. In diesem Falle ist 
x(0) = |cos 0 P, 
und für den Integralmittelwert des Funktionals ergibt sich 


a2) 
M{&,} = s e R- la,” 
Re o+s\ TI! 
var(* 
Wenn wir die Vektoren des ©, als Ortsvektoren von n Massenpunkten auffassen, so 
lassen sich die Summen 





(18) 


n 
= 2laf 
s) Vgl. die unter 2) zitierten Arbeiten. Die Schranke heißt nach Menger polygonale Streckbarkeit des s-di- 
mensionalen Raumes. Sie ist als Funktion von s logarithmisch konvex. Vgl. A. E. Mayer, Konvexe Lösung der 
Funktionalgleichung 1/f(x + 1) = zf(z), Acta mathematica 70 (1938), 58—62. 
®) Vgl. die unter *) zitierte zweite Arbeit. 
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und 
B, = 2|(a, e)f 


als verallgemeinerte Trägheitsmomente des Massenpunktsystems in bezug auf den Ur. 
sprung 0 und in bezug auf die zu e senkrecht stehende (s — 1)-dimensionale Ebene 
interpretieren. 

Der Mittelwertsbesiehung (18) können wir dann folgende Form geben: 

Satz VI. Ist. A, das polare und B, das planare Trägheitsmoment vom Grade « eines 
Massenpunktssysiems des s-dimensionalen Raumes in bezug auf den Punkt 0 und auf 
eine durch 0 hindurchgehende (s— 1)-dimensionale Ebene, so ist der über alle Drehlagen 
der Ebene erstreckte Mittelwert des Quotienten B,/A, gleich 


ee] 
Mr 


Im Hinblick auf die mechanische Deutung ist der Fall & = 2 besonders zu be 





achten. Der Mittelwert in Satz VI ist in diesem speziellen Fall hi 
s 


In einer früheren Arbeit!°) hat Verf. gezeigt, daß es im s-dimensionalen Raum zu 
jedem n > s Büschel von n Geraden so gibt, daß die Quadratsumme der Kosinuswerte 
der n Winkel einer veränderlichen Geraden. mit den n Büschelgeraden konstant und 


gleich - wird. 

Dies bedeutet auch daß es zu jedem n > s Vektorsterne bestehend aus n Ein- 
heitsvektoren gibt, für die das hier betrachtete Richtungsfunktional im Spezialfall 
& = 2 konstant ausfällt. Die mechanische Interpretation lautet so: 

Satz VIa. Zu jedem n >s gibt es eine Verteilung von n Massenpunkten auf der 
Oberfläche der s-dimensionalen Einheitskugel so, daß alle planaren, also auch alle axialen 


Trägheitsmomente zweiten Grades bezogen auf (s — i)-dimensionale Ebenen durch den 
Kugelmittelpunkt bzw. Achsen durch den Kugelmittelpunkt gleich groß werden. 


9. Eine Abschätzung für das Produkt von Linearformen. 


Es sei | a,| =1,»=1,2,...,n. Nach der Mittelwertsbeziehung (18) gibt es zu 
jeden k=1,2,3,... einen Einheitsvektor e, so, daß 


er Inu h 
(19) E |(a„ e,) ij > ( 2k 





n 
Für einen festen Einbeitsvektor e strebt 

n Ik 

(20) Ki 9 N | 


n 


_ monoton gegen das geometrische Mittel!) 


Re, H. Hadwiger, Über ausgezeichnete Vektorsterne und reguläre Polytope, Comment. math. helv. 18 (1940), 
u Er Erg G. Pölya und G. Szegö, Aufgaben und Lehrsätze aus der Analysis, Bd. I, Berlin 1925. Aufgabe 82 
& 





Hadwiger, Mitielwertjormel für Richtungsfunktionale im Vektorraum. 


ai)  Adlmolf- 


Mit Rücksicht darauf, daß die Ausdrücke (20) und (21) in Abhängigkeit von e 
stetige Funktionen auf der s-dimensionalen Einheitskugel sind, schließt man, daß die 
Konvergenz der Funktionenfolge (20) gegen die Grenzfunktion (21) gleichmäßig er- 
folgt. Man beachte außer der erwähnten Stetigkeit die Monotonie der Konvergenz und 
die Kompaktheit der Einheitskugel und wende den Satz von Dini??) an. 

Es sei e, ein Häufungsvektor der Folge e, (k=1,2,3,...). Aus der eben er- 
wähnten gleichmäßigen Konvergenz folgt, daß 


[ala, al > lim Ile] 
>e var 





(22) 


«in muß. 
Für den Logarithmus des Grenzwertes auf der rechten Seite von (22) erhält man 


9-2 


0 
(23) be +,-23mr5” >|r() 





Wir betrachten nun n Linearformen 
(24) L,(x) = nt vul,2,.. 2 a, =1, 


inden s Variablen x, (u =1,2,...,s), und beschränken uns auf Punkte der s-dimen- 
sionalen Einheitskugel 


(25) 


In diesem Fall kann 

(26) L(2) = (a, e) 
gesetzt werden, wo e den Einheitsvektor (z,, 23, - - -, 2,) bezeichnet. 

Nach (22) und (23) gibt es auf der Einheitskugel immer einen Punkt z so, daß 

1_1 1- Famrs 

(27) LAU)AUEEE AUS FT 
ausfällt. Wir fassen das erreichte Ergebnis wie folgt zusammen :'?) 

Satz VIL. Das Maximum des geometrischen Mittels 

12) Vgl. Fußnote ®). 

) Die angegebene Zahl ist vermutlich die exakte untere Schranke der Maxima der geometrischen Mittel 
der betrachteten Linearformen auf der Einheitskugel. Dies folgt jedoch nicht ohne zusätzliche Untersuchungen 
a der Schärfe der Schranke in Satz Ia, da das dem Satz VIII zugrunde liegende Richtungsfunktional (21) 
durch Grenzübergang aus additiven Funktionalen hervorgeht, ohne selbst ein solches zu sein. Daß das geo- 
metrische Mittel nie fast-konstant sein kann, ergibt sich schon daraus, daß es stets den Wert Null ag Es 


itaber klar, daß die Schranke bei fest gegebenem n verbessert werden kann. So ist z.B. g(2) = 4 Ist aber 


#=2, „0 kann die Schranke durch 0 = 7, enetat werden. Das Maximum von 
Vl@z+by)ler+ay), a +#t=-1,d+#=1 
: 1 
ul dem Kreise 22 + y’=1 ist Vf. 4-0 + 3051, ao jedenfall nieht kleiner als 77. 
32* 
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ILıl@)Ealz) -- - Lutz) 
der n Linearformen 


L,«2) - 2 ana 2 a}, un A ya 1, 2, s..,fN0, 


der s Variablen z,, u =1,2,...,s auf der Einheitskugel 2 = = 4 ist nicht kleiner 
‚= ie. 


1 REIS, 
3 1 a A@A+s) 
Fr 


e(s) 


Für die Schranken o(s) erhält man 


1 4 
e(1) = 1, e(2) = 2’ e(3) = 3. 


Allgemein ist für s> 2 


wer 1 
am ze Grat) (s = gerade) 
eis) = 
1 1 
e G+2+.-+:) (s = ungerade). 





Eingegangen 12. Februar 1942. 








